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另 牙 粗 粳 号 , 陆 转 翻译 出 版 。 

注 套 书 涉 及 的 面 很 广 ,其 内 容 称 各 现代 科学 读 术 密切 有 关 , 有 
一 定 套 省 价值 。 每 一 木 书 收集 的 资料 都 比 榨 丰富 ,而 撤 述 扼要 ,篇 
幅 不 多 ,月 利 于 莉 汗 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内容。 虽然 ， 
这 和 套 书 的 呈 些 观点 不 尽 适 人 台 于 我 国 的 情况 ， 但 其 左 法 可 殿 套 考 。 
因此 ,都 滩 出 版 这 一 父 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 签 的 。 

由 于 日 交 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陆 纺 出版 的 ,写作 时间 
和 篇 纯 的 限制 包 可 避 葛 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 
能 地 减少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 送 术 中 , 竺 请 涪 老 或 校 关 者 狗 写 序 
或 后 记 , 到 介 若 有 关 学 科 的 最 近 发 展 状况 ,着 对 全 书 内 容 作 一 些 评 
fr, 提出 一 些 看 法 , 千 合 我 国情 况 补 充 一 些 资 料 交 献 ,在 交 夫 过 于 
笨 略 或 不 足 的 地 磊 添 加 了 必要 的 注释 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 钳 
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SIE X 
含有 复 变 数 “作为 参 变 数 的 定 税 分 
N ete 1i 


由 做 Euler 第 2 种 积分 ,这 个 积分 当 £o 有 时， 对 于 性 意 的 * 值 都 
A AB. S4 C50, ERA ERTE Re z> 0 PIDE, I 
JE. EP 2 不 是 整数 时 ,由 于 

p -Diog t.— et-1Mloglf| tien, 
WIE t AZHAR, RRR ER ENER D AR LEA 
argi=0, AFE, RU E Y 348 MAA . Th: H 


rG- eei (Rezz0, armt--0), (1.1) 


就 在 z BJ SP2B Biri Z LT KA P'O). 35 bada E EE, 
BT. rB PPE fE Bes 0 的 部 分 蚌 z BENU, 
pkELsE43M r fE z 的 右 秆 平面 的 任 一 个 区 域 中 对 于 223008. Sp 
Tiz) 在 Rez>0 Il, IE Hi] A D", | 
RE z: APPEAR R h, Rez BO HR HS S 
fe r.c; BO Renzo, XX, | 
gerich, hib ge, 
Micthr, pbi we 
于 是 嵌 . 二 中 的 蕉 积 面 数 的 绥 对 值 , 对 于 所 有 的 1: 值 , 部 上 比 积 分 
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xx Red. ED DE 3k AK OPEN. 
Sg z EERI nh] ERA (1.3) WSB er D (s 3)» Et 
B HI F'C 363235 9 s 25 SUD 
intih sni imni = nine D E a]Y => 
—ní(n—1)(n—2)--2-4 ZI) =al (1.4; 
MA £C RRALLE IRENE HW. 
gi (T.T RIB T'(z) EAF z 的 右 御 平面 内 ， 但 基 乏 次 地 利 
HU1.2), aed Fo fUr X a9 D 
xtin$4 AEEA F SH, pe = D 
基部 是 v. HEH -«ecl ,对 这 种 
r 265 AE 1.1 Pu n e, NA BE 
HXT e0 DR 3e BGB. 这 样 所 得 
到 的 在 0 .-2-- 部 分 上 的 而 数值 ,与 
m ll ih (1.1) Box SCR OEC SE e OD 
Hex. RI (1.2), TE — (m D) Rein 的 + 的 DG) 
fi , RT X HA 
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z( 1) {ztn C 
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liz zkm Bg rsutrxWbpxR.BJpOU.5 agr 
6 z fL. BEENA., ECL. 5) 592 BR SERM 2 fid, 是 2—0, 
—1,—2,-—, —n,--, RUE Re P 
图 数 的 一 阶 极点 ( 单 极 )。 

图 1.2 表示 的 是 “为 实 变数 时 夯 
PTAR, WE: 是 正 妈 实数 ， 
Fil gi CL. Iyan Z'(z) 20, 如果 z 是 
HÉJ, HE (1.5), ' 5C) 77 Ee 
FO 3.3 z 与 一 n 寺 0 租 近 时 ,分 

= n+ E, SKI HERZ 8 £1) - T, 
Wh 1. DARS 
Dn Ga es 


I 0D, (1.6) 


XC BH /'(z) EA 2— 一 is 人 0 处 的 贸 数 是 (一 下 91 

出 以 上 的 讨论 我 们 者 到 , CAPE T 画 数 的 极 的 分 布 与 
= fh g 1 /sin (zzz) — eosec zz 的 极 的 分 布 完全 一 样 , TB RS fh 
激 在 右 守 平面 上 还 有 一 附 极 点 为 1, 2, 3,…。 由 于 栈 红 一 2) 与 
三 ( 轨 相反 ,和 权 在 右 守 平面 内 以 上 面 这 些 点 为 一 阶 航 点 :所 以 可 以 想 
E, P'CL— 2) 25 T'(z) BB u Ek cose rz 有 密切 的 甘 系 。 囊 实 
E, RAAE P (1-2) = —z2F'(—z), fH Ar = tnte, s<1, Bl 
c (1.6) 就 能 得 我 


了 
COSBC mz 
= Fre casing) (- xm -FO (8) 
= FO (e), (1.7) 


EH HT T (DT C-z)jsin mz 对 于 整数 值 的 z EIER, BrLA*S 


4 l T ma. H Yar 
HERT SANRAL ETEA m. 
HERTA TAT RAER (nD) a). Su» 
的 实 部 者 是正 的 。 普 先 在 导 . 瑟 中 分 = f, MAAA 
Pa) = 2| ee (1.8) 
THX aisxqBSem Dons PIWAN: 
rar A G [recede aus 
4r£—rcos0, uz r sin 0, midlze iB JS 5g (£ , v) HERE AE 
bn 3: (7, e J 8. [i FB (1. 8) y H-E 
rep Tg = 2 [armor x2 | .sz cos?i—:6 dà 
= Pip-Fq)*BR(p,q). (1.10) 
XH 
> 
Bip, g) -2| gin Tlo cog97 dd (1.EL) 


Hir BE (Euler 第 工种 积分 ) ,'ZJ& p, q BA, 首先 ,B 图 数 
ROH TEBRA, 80 TE (11) rA sin* 0 =+, RJ 


Bip, q) = |. p — eo di; (1.12) 
infr col =r = (it f), WIES 
eur r— it 

B(p, q) 一 TD dz, (1.18) 


BLUR LIRIBO AE Y, 当 Re p2>0, Reqc-0 Bj, (578 (1.10) $ 
出 的 关系 式 


Bip, d =Big, p) SALUD 1.14 
(Ps g. (g, P) Pn) (1.14) 


STESA 3EXXC p, g, 决定 它们 对 有 的 B R Ea. 
3h 1.14) nj 1382, Bop, g) SS. p q EARR IX UB 


$1 Æ x B 
EKL ID (1. 18) 8285 R Fk ASS p ts ç Sepe ag RE un . 
Re rn edm p= l-e H3 83700 -1,:50.14)(1.13), 
TF O< Re g< 有 
T= ANT ON = Bg 0 
- | 2. dz, O-:Reqci. (1.18) 


这 个 积分 的 值 可 以 用 上 下面 直接 计算 的 
在 法 求 出 。 现 在 对 而 数 v1 D Sie 
考 图 1.8 中 的 政 线 进行 积分 . 路线 是 
BAZA 2 0 A eB 7 d CEPS E e) 
SRA CERE R), ELA E SECOS 
PRJ IB] AH 5c BJ $i Ex. E A 与 0D (在 
EA LBR z 的 幅 角 是 0, EOD 图 1.3 

Ez BS Re 22) 所 形 威 的 。 当 小 图 与 斑 圈 的 千 符 分 草 接 近 于 0 
ADRAR , ph DB CRAS IREBALZREZR 2X OD, O( R7 079 e , 
MEE F'A ROD 的 积分 分 别 成 为 


dr， | dew, (1.16) 
iHd 067r 18, CL. 16; virt cUm EL ER Xe HI dB RS AG DEF 
A (H Fhy E SESI TE T js, HA CO E RAHO BS 
—2=š F ERATE 7 Bl ri BS RR 2-67. 此 处 的 留 数 是 
eqe. 所 以 有 


(erit —1) T = riet Dri, 
RAEES T 


了 一 一 一 ， (3.17) 
Stm q at 


48 581.15) X (1.17) 8f Ap z 的 正则 画 数 P CO P CE — 2 - gin mz 
在 区 城 6<: Re xs< 中 等 于 定数 关 ， 欢 根据 一 致 性 定理 ， 当 延 拓 


8 第 1 章 TRR, B MO 
到 z BEBE, 这 个 画 数 秆 由 等 于 ww, 这样 就 襄 明 了 .让 的 
推测 是 正确 的 ， 从 而 导出 了 关 桑 式 

paypu — ==. V cL. 18) 


SI cz 
现在 我 们 能 证 明 TO 是 没有 零点 的 夯 数 。 理 则 , 如 DC) 0, M 
Lb (1.18), P(—m) 应 该 无 限 大 ， 郎 非 成 立 1 一 2 一 一 wss0 不 
可 -但 是 当 加 一 ad+ 工 时 ,有 D (9) =n! 0， 与 前 面 的 假 珊 矛盾 , 故 
EPAR 这 样 就 可 以 看 到 T/P GO 在 z 平面 的 任意 有 限 域 中 总 
XEIERUEdE, MERENS. E OFAT (2) 的 极 , BD 2 — 0, 
-1,—2, - 等 等 
现在 在 入 .18) coa c-l.m[r(l)| 一 x， 于 是 有 


rim, (1.19) 


9 
Au EAE z 取 x 十 > 剧 得 到 


r(3e:r(L-a«)-.2— (1.20) 


COS mz 
另外 ， 如 在 (0.12) hr p—9—2, HAM ((0.—0 = 
-(3 -+ ) Xt JE $EHHESC, HIR B, 有 


B(2, 2) -| e^ 0-94-2 | nae yedpe s (1.21) 


H A Al—t)—u, Bp du-4(1—290d:£—4A/Tl-—udt, TEJ 
HARRA 


" 2» B(z, 1. I (1.22) 


A | 
rer (e+ >) 91-39. / x P(92) , (1.23) 
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EAI z 的 等 是 丢 限 制作 的 。 要 找到 对 于 随便 什么 样 的 
自 变 数 z 的 值 都 成 立 的 天 (2 的 表达 式 , 可 以 用 复数 平面 .上 的 积分 
素 示 侍 或 是 无 穷 乘积 表示 法。 
MORE t 是 复 变 数 , 1 一 rs”?, 面 考虑 积分 
wi) -| z t1dt, (2.1) 


积分 路 区 O ERE 2.1 中 那样 ,出 +o 开始 , AEA EUR IR] REESE 
HEHE 十 co fg o 这 里 把 六 ?写成 exp(z 一 4) (log z+ 4p), 
Ht H3 Fel 1.9 HIVEEMEOR 2E i BUT ERES o Hi O 263] 2= , H] eo 
对 于 : EMERARA, FEY 2 有 限时 ,对 于 使 积分 一 至 收 统 的 
z, 积分 本 身 就 定义 了 一 个 z RJ PA 8 8425. 
为 了 看 清楚 0) 5B IUSERIOSAR. HEA J. Re z2>0 的 情 
J TU y PRE C 变形 成 为 图 2.2 中 以 原点 为 中 心 .8 AEREN 
辕 , 以 及 沿 着实 灿 的 两 条 冉 革 所 成 的 路 钱 ; 剧 当 a~>0 时 ,小 关上 的 
积分 为 O(a**) 而 趋 近 于 0. ATHER ds 0.1), 和 
(1.16) 同样 地 分 别 是 — P0 及 s P020), DER 


Ta g F 
OO (P——— 


"2.1 图 2.2 
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ALIR TP es. P pei 


an(z3-(e77— 1/7 (7) 267" sim cz x), (2.2) 

Eng Y 
— 877 —igr—1 | 
fe) 24 sin rz |. e v. (2.8) 


土 而 的 计算 是 祖 据 Re z>-0 所 导出 的 。 使 等 式 两 边 的 z 过渡 

莘 双 平面 时 , 从 解析 延 拓 有 的 观点 来 洪 虑 , (2.3) 应 该 在 整个 的 2 2E 

HER, 从 而 定名 了 一 个 : 的 解析 国 数 。 把 1/sin zz 用 (1.18) 
HERA, HHA Lr 535 z ,部 得 

$ pM 


IE _ —  - -fj ` 
r ci |. e "di, (2. +) 


SAU HHUORORIM 1 六 2) 是 整 国 数 , 它 的 鼓点 是 0, —1, 一 2. 

-8,… (内 要 注意 , 当 ”是 负 整 数 时 ,被 积 面 数 在 C 的 内 部 是 正则 
BH) O, 

RERA — PR B HA Bip. O. 1D 9 EA [SPEEZ E PS PH 

得 到 的 辐 果 。 因 为 对 于 必 意 的 与 9 积分 在 上 下 限 0 与 工 处 是 发 

Sis. 所 以 积 妇 路 栈 必 须 图 入 着 两 

DS 点 并 且 要 洲 开 它 个 。 久 因为 0,1 是 

被 积 责 数 的 支点 , 对 于 指数 pg 32 

有 可 特 别 的 限制 条 件 ， 所 以 如 果 把 


m ns SUHIERTDUR RS PA BS PEL S $Ë B, 就 
(Ve 不 可 能 要 求 袖 积 丁 数 的 幅 角 不 变 地 
NA NA 回 到 原始 的 情形 , 从 而 得 到 积分 所 

图 2.4 定义 的 单 值 画 数 ,因为 这 些 原因 ,所 


这 象 图 中 表示 的 那样 , 有 必要 把 积分 路 线 O 取 戊 图 米 在 0 与 1 的 
两 点 傍 ; KE — RER 23-2 A PIE T R 3 3E eS Pa BJ BH E 
APIE 0 是 Riemann AH ERUBBEE,. WY D PUN EC ja] 
Uh , 378 ERE D] 59] ba DICAM 

象 这 样 地 来 前 戎 复 积分 


$2 3A 2 É SF y 


,Ü- j 
7 =a (1—:2)41; (8.5) 


"*(1,.0,,1 
g" 


Fip,q) =| 
为 了 者 出 当 Re p>0, Reg>0 hy, YHE. 12) R 88 
AE, ERAR ERA 2.4 中 所 表示 的 由 4 dei 3c moi 
Eq. MAPI TPS as O18PpHBHEGHIRBQEUD. y DEN PERSA, 
BEARRA AE, 25 E—2 (ROS AUEO. B TEE XI O, 1 
监生 上 变化, de FARR DOR š 与 1 一 t 的 幅 角 在 实 韩 0 BS 
Et a,b, c, d Efl, DL UT (L1) 77 的 相应 的 值 ,1; 表示 图 入 
E l zn) e E — M] , ORB PEERS XC [S]. 


G i, ü 0, e i- gd o0. TETE 
arg f | É) Ü ax 2x Ú 
aye T — t) | Ü ux dx Ü Ü 
#p-1(l1—tyg-1 | . . ! 
DUM Last 23i1(0-1) — QSril(p -19 004-12] &si(p-1) 1 
Ta Te | mE | 
| 


RPL Æ Re p> 0, Reg >0 RUE T , 25 819635 0 与 工 的 小 图 
PEET O sr, CFAE TERM 2235225 P OO. ETHS SE RN 
a, È, c, d 上 的 积分 部 分 , 根 丘 上 面 的 表 , 就 有 
Fin, q) 一 [1 — e?* . et qai] |. 2? (i1—2)"7da, 
SISESE | 

Bip, q) = (wp my £p, g) 


~ ss Cy |, CP cui, 

(2.6) 
H-F02.0) RPR T FEES SUR p, q AE X. T Bet Wa 2X. 故此 
与 T BaCOG TS ESSE — E REDIT XHEESE p, v ff BC, a) 的 表 
AME. HJAR pg mpg ERR A SIEGE AG 


的 积分 路 线 \ 套 看 8S12) €, 


10 AlE Doe, E Baz 
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E ER 2=0, — L, 一 2,… EWER, ARAR, PZ 
Ju PSS Fa e E i. BIE (2 Æ z= co Bin 45 m HUP HE B 7T 
为 收 化 的 降 径 级 数 , 但 是 能 作成 汤 近 展开 式 。 现在 先 作 好 准 符 工 
fE.SESR— PRAE 

| eff Dg (z) dr (3.1) 
CERAR, Pi £ RENS ED £—oonp.'UCBgHBDEXTERU 
的 方法 。 2 Y RBR t El Fu, SE PPE Aa FFE Fil. 

当 5 的 值 相当 大 有 时, — 2 PHA. 868777 B3 Im (£f) A BE EE 
BuasXUJE"UCK. TRD i AR., AARAA dE — b PTE BJ3F 35 
KREEME, RECEITA RAJE K Bu fi HEY. 3X 
IB 3 +EPS O kk AX SE RÆ, 因此 如 果 不 知 道 (z) E gir) Ya 
VE ER SCR Ib: GET 8345 AB E DR 3EBJ 为 了 避 品 这 种 情形 , 最 
A XJ BIO PB ZE y R, EEE Im f (z) 证 一 定 的 。 最 理 
想 的 情形 , qu E BL AERE EUER z = Ta, 在 这 里 Re f (r) 有 最 大 
. 值 或 是 极 大 值 , 38 2.23 Coo ht, lexp £f (z) ] # += vo 4E FUfT AE 
决定 作用 的 大 的 值 , 于 是 仅 用 积分 在 t ro Wi 9 fit ot SEGUE Y 
(3. 1) 4H2À ATRI 30 PUS AAT BB PERS AIEA AY REGE 090 9 
A, HHE DEAR a Y PPY SAH F R, FG) 中 的 ë AES E 

J' (9) = 0 (9.2) 
PAK BIJE to 4b Re f 07) -HORAR f, 上 比 让 Im f (zy —3E, STEEL f J& 
ER) O, 
BeF (Toya 0, HAEE SATTA 
FÈ) mif Cr) Sf Gr) Gi ro)” 


=f tro) + |f (vo) | fp (Porro, (8.8) 


$9 Wk zh D P Watina 5 E 11 
JLE s RENÉ WB JE 3536 | 
T— T9 —86€'^, a-—argif' (Tro)}. (8.4) 

于 是 ioxpgf Cr) | 在 通过 to, FE. o= — (或 是 一 合十 7) 的 路 1 
锐 上 具有 极 小 值 ， 相 反 ， 在 与 这 厂 恒 直 的 两 条 线 ， 印 4 一 一 他 
HI F, 对 于 T 一 mm 取 极 大 值 。 放 此 对 于 复数 丕 面 的 各 点 +, 以 
exp Ef (z) | 为 高 作成 曲面 , h IZE v vs TREE JE j^ BEOIR E 
形式 , 困 此 叫 e= ro 为 鞍点 名。 因为 在 两 条 六 (o= — 7) F 


lm f (+) =m f (wo) 一 常数 ， 所 忆 根 据 - 上 面 所 说 的 ,我 全 可 以 这 样 
ERRI L, B L EBE e1707 O RERE SK ra, MUR 


越过 鞍点 取 方 向 4 一 一 与 十 sem 

的 路 线 。 RU „osag 
现在 , 我 们 首先 对 积分 路 VR f ej 

gk O 加 以 变形 , Ai to e i u MNODKCS NN 

T= To KAMERA EE L, +E H. NP ' | | ~ 

eB Elli n f (z) = 1m f (zo), Corr 

Re f (zo) 取 极 大 值 。 一 般 地 素 o T 


3. WORUHECIETEOGE T RA, 图 3.1 

所 以 由 于 端点 的 移动 治 着 O RASNA Lf SUCRE BD 4n 
是 在 许多 的 情形 中 我 们 容易 得 到 这 两 个 积分 的 差 的 估 值 。 现 在 我 
们 讨论 一 下 在 ef 的 最 天 点 = o 处 的 情形 , 这 时 ,如 前 面 所 
BEI, Š 相当 大 时 ,本数 的 拟 大 值 有 压倒 的 优势 , 所 太庙 着 工 的 积 
分 是 由 在 vo 近 傍 的 积分 秆 所 决定 着 ,现在 利用 (8.8) 把 独 广 变数 
H z 3882 s, 幸 地 积分 路 线 分 成 两 部 分 ,一 部 分 是 以 zw 为 中 心 、 长 
度 为 * 的 线段 ， 另 一 部 分 是 不 包 合 这 狭小 范围 的 其 余 胡 分 ， 厦 把 
积分 号 成 


12 Hig T mais, B gut 
| gif o (z) dir = ere |” etn agisce ote er n * [g (Ta) 
+O(z- so) )d--O (ee) | 
= arco | oe) 110E) -O(e)) 
g To) Us 二 Oo | - 
AERA e, dbc—£O, BUR ¿e= «1, Eegi, 


XPEAe ERE EHE O (£ 5), 现在 如 把 主要 项 ( 即 第 并 其) 
Medii: —co 3j 十 co, HERRERA Oe) , 而 考 


Ej et deem T gts ku. REPERI Y Pro GE (d 
T -— 2g (vo). tuttii Tg 
|. ef C g (e) de DEUM. e e) (8.5) 


更 在 使 用 较 点 法 来 求 六 (za) 5 s->oo BEREE y Y HS 
ER H z 是 正 的 实数 , Hot DO) m | entraba trn, A 


D) e| emm, (3.6) 


T 
FEAE J (r) 一]0g r-— 7, HIDE p yk 2 (8.1) 的 形状 。 出 于 
FG) = 二 一 1 =0 tj, z—1, IMAZ T RERA, E ERE HF 
fozi", s=r—1, 
Br 
Du Meer ds, 


即 有 
Di) Su x 7t, (8.7) 5 
XX XE Br SEIS ip Qk au t c AE, H Z 81 r ra RB T St ra 


$4 PEHEIMIJCER ai 3.157853 £8 7 12 


r - L, JE EL Sco HERE RENE. — Larga ihe, KRAE 
得 到 与 (3.7) REER 在 Rez<0 的 情形 , 使用 (2.9) 也 
BE SEHR, 并 且 在 larg z| 之 x 的 限制 下 与 (8.7) 完 杂 一 样 。 
这 个 渐 近 式 虹 做 Stirling AF. 

JP, 如 果 到 求 更 精密 的 渐 近 式 , 取 一 个 实 变数 # rho de 
Br, tA r= ro AbH, 在 7 二 to RREH AARSE, HE. 
4 


Foo) —f sw 一 下 (8.8) 
对 这 个 上 了 导出 了 or drid BJESIJEXUS LEX 
9 (7) T aud", (3.9) 


uc 
ABE SERES 
ifiT) = ptf Ta) i — £t x n 
| er are | e 2444 dt 


= eto $T (m4-3-)a, në -(m HD (3. 10) 1 


jr 


象 这 样 地 来 计算 (2 十 了 ) , SPEI T REBOTA 
1 
T3; 
1 139 ] 


^ 98822 7 BiB T l. G4 


DU(z-1)-9- mr iE e| 


$4 Pg LRÉEUSTNSET 


IREGECEHIMOmS EU HARER S3 RZPER. MENKE 
RERA 

REEDA, 47n ARAH, EJA Stirling PA 
(8.11), T HAEE 


V Xm Cin UP oem 


-一 -一 [izol (= Eyi 


spee (12-2 2 )V Zan ie -s 


Í' (z) = 


14 | Alg Dum. Bm 

Oe dr kr A up! GAB HT C3. 115), 
TEE TE E 
Gay ioa Cae EY (oe 2) ' 


NELLE eT 10 (4), 
FERA EAR, RÉDDEJOR. RUE n—o BP, SESS) Y 


一 m eL 4.1 
O mm yqa) o 


WERA T 图 数 的 侧 丽 数 , 只 要 注意 % —exp(—z loma) SR 
ol _ 1 
Eiz) fica 


-TET (i+ e (4.2) 
这 里 的 y 是 下 面 的 极限 值 
y= halla. d Aaa) 


- lira | P (4- —1o Sen )+log A1. (4,3) di 


Ti — z2 


所 定义 的 常数 ,时 做 Euler WW X6 VUE IER IE 0. 5772156- 

(4.2) UH Weierstrass ZR. APARRA z EAS 
hj Ee H Wak T0, —1, —2, Aii 
MAIL, Rn TERI DEC, 这 一 点 很 好 地 反映 了 了 RTE. 

E BECAS] Bri yr 36 RB Bu TE iz) , Be dn (z). H (4.20 FF 
riz) 有 


J f" d i | x Í i ` 
es 1 FË Y= — mru 1 — — 
te dz Š (z. Z T Z=, m z^ 


(4.4) 


84 P RRE Eina 15 
AAL TF ERIA ( Kasih pa) A 


Zo 1 . 
i (2 a! (2) =- —— log (2) Mui (á 5) 


— Ñ tA 


b.) — sia - (1ta) > (4.6) 


Gen 
为 Jz) EX, Aenean Hic D gii. 
在 (4 人 中 ,各 全 cn TERI EZ BECA OA 1 


作为 特殊 情形 ,能 得 到 
(i1) = E 8 (4.8) 


第 2 草 ” 偏 微分 方程 的 变数 分 部 
£3 FF XR p C 


$0 X fr P W 


# d FUE > rh pk E Hob AE Boon dior tp dc R 88 , fE 3 2H BM 28 
PF THE BIDES Pt P EBIK BIB RS: 
AW 一 日 (Laplace FFR), (B.T) 


4 多 一 工 97 ( 热 德 导 方程 或 扩散 方程 |， — (5.3) 
2 


| dp- lo 2 (波动 方程 )， (5.3) 
这 里 


刘 果 要 研 宪 对 时 间 t, 是 按照 着 077, 或 是 按照 着 sin (oot eo) 
mÆ E 388 2. 2542 (5.2) 5j (5. 8) BRORX 
AV Au 0 (5.4) à 
的 形状 ,这 种 方程 由 做 Helmholtz Fi, 
TE SECT- 27 5 Bi Bs Fro 3- UBER An E 70 46 7:3 B 8 3c my, 
TER Sehródinger 方程 
AU al EF (m, 9, 2) HP —0. (D. 5^ 


ib V (o, gy, 四 是 力 场 的 位 能 ,4 ERE ep D 


求 (5.35. (0.4), (5.5 FEJ AREE B BER ELA 3E. wk 
EPEE RE. RA EREA ENTRARA DEA 
AR. IREKE, UAHA V (z. y, 为 EEI, SIAE 


5 T % OA 17 


当 的 曲线 坐标 
& — Jail, ys 2), 
Ea falt, Y, 22, (5, B) 
Sac fa(m, 9, 2). 

Sn dE A 


e= ie YP S Pali (5.7) 
RUBER. 为 了 使 这 种 变数 分 离 法 能 够 无 予 盾 地 进行 ， 我 们 兵 限 于 诗 
渝 几 种 特殊 的 曲 米 坐标 5， £2, 090 - 其 中 包括 球 坐 标 肥 图 柱 坐 标 
SB. 这样, 当 变 数 可 能 分 这 时 ,对 于 .7) 中 的 而 数 TP GO, Vat. 
W (Ca) BP I ETE ERIRE it. SCRRW OUT b EUB 
T EUIS US ZUEAUECBSTBE , 8 BUS [6 F3 2S BEER dU 7 Hii 
HFRS FESE, A ARR: 为 了 求解 党 微分 方程 二 
导 黎 了 对 特殊 画 数 的 研究 。 
例 ” 球 华 标 (r, 0, 9) 
vw—r sin P cosp, y=r sinf sin p, z- reos, 


TIRIBH TTelon holtz FERE jl 2c Ak 45« JUST p. 85) 


MEM 
MOL doc | W- 0, (5.8) 


i. o ( o 
nő 8o aint Ops* 
4r W= Bir) Y (0, p), KAREHA r s, 有 


vy? [ d? |2 d AY 
hee aptos 


国 为 党 一 项 是 仅 台 了 的 夯 数 ， SS I JS y e A, p BRS, 所 以 加 
RRE EARO, UARRA E NAG E ETRA ET AUN AC 
IE rieti) R — pir - 1 BJ R K Y RAAE 


[Y T - Su AED. |p= Ü. (5.10) 


LT viel]? =, (5.11) 


Aum ain à a5 $1 (5.95 


18 T2 [kaypa UE br yq R 
DET. REY =O bip), Š A LEHER Y /sin? 0 J$. (5.11) 88 
BEA 

rh! If 


aiy S (as gojore] 


于 是 必须 等 式 的 两 边 都 等 于 定数 m^, 千 果 @ 与 DANE 


t d de ; 
sin d sin 857 4 PotD- aag] 87 0, Gum 


| Q” mb —0 (5.18 
BUT, (5. 19) PEE RETE TCU enr, SESE(O. 10) AR (5.12) ,一般 
SE dyaka Jar cos 0 —7, JR (5.12) 可 以 号 成 


4 a^ n: Ivo) - 4 iw] O0, (5.125 


$56 H Ek S5 vm 
现在 讨论 -一 下 


"n y” 42 . 
Fk, 2, y, z) = F Fa Y Aa. — 1, (6.1) 


XX IE a, 45, Gas 是 满足 0177057724770 Bf, — 2H A Id SE y 满足 
F FORE, y, z BL edip B], ek 33 HC Tr , pz Yeu Ylli 
IBI , 2 AXMXI os > A Za, G4 27743, G377 A77 98, TH EE 58— 77 [ll , 
当 m, y, HARER, P'=0 BES T À BJ = 2 Jy 3. #EF E. TF 

F(oc)= —1,F(a, 30) — +oo, Fla, + 0)—= co, F (a. + 0) — + oo, BE E! 
HH ii Zr UE = SEE S r £53, H oo 人 > a > esas £37705, 
于 是 当 2 y, z CARH ,也 就 梁 定 了 通过 点 (m. ,四 的 三 个 属于 上 
面 一 种类 型 的 曲面 。 相 反 ， 如 果 世 答 分 别 司 于 上 面 范 园 中 的 三 个 
A fü 各 全 一 二 2,3), 窑 们 所 对 应 的 三 种 曲面 其 

Fe 2 y, 0 (£—1,2,3), 


Bh Si = Um, V s z) 3 (5.2) 


$6 Hi sk S4 od 19 
ERF z, v. 2 平面 都 是 对 称 的 , FE H ht IPIEHT TAE a Ste E 
Y o. 2, 22. ea GE. £2, S) HEC 2 Ea. 
现在 看 一 下 (6.2) 关 于 +， y. z PAR RAH F — Ü) 是 的 二 
A SE. BRIE Eis £ a, Ea 这 个 事实 ,就 能 对 i:6.1 和 进行 因 式 分 
EINE! 


—m _ 3 s 22 Q0 — (A— S) (&—&) (&—&) 
Ac + À — s i A — G. L= FEA 
FAJ = CA- GI) AS aa (À — Ga), (6.3? 


对 (6.3) EASA), AFJ0 A= 01, as, a RRA, AER 
TY 


J (£4 —a1) (£a— a1] (£s — 3) 


= — ................. 


(G4 — Ga? (ai (a) 
(Ea — 02) (CP — Ga) (Sa — 93) y co mE maiala  (D.4) 

(aam Ga) (s 7-3) mfg 0 

22 EL Gs) (£s — a3) (£s — Ga) 
(Gg — 04) Ua Gy) 

在 后 面 的 不 等 式 中 有 a17-437763220, 对 应 于 2 y, z 是 实数 这 个 
Eo 

REE — TRAMER PIRK OAE R iE, d) (6.4) 的 对 数 
Q^. 得 到 


y“ = 


? 


如 果 必 de- de? 十 do 十 dz? HJ 
4 ds? = | 


a 3 . 2: ' 


1 š | o i 
I 
(Eit (Eir 83)? (£, 64)? $i 


4:3 yi 
2i ———H— — 
(£1— 44) (Baa) (£4 — Go) Cu — ria) 


= Ë 7] Pd 
< — idé£sd£s-k --- 
TTE Ca a) | US , 


20 WIR RRDA ERZA kR 
— (8. B XJ 7 bn PRA A S. IBEGETROPE der PIRR 


(Ë, 一 — £3) (E4 ~ =£) 
FD 


Je dz. MX FO. m, w. D FS my, 2) BEDS Ep 
WrpidRiE(0.9)'Ec p O. pFIESESEZ SR ES 
_ 1 xaO (Er Eal E EO) fe 
dat — 4 UU YS: dË: * (B. B; 


SURHJORBuRÉ RE 1, 2, 3 GBMEXIXS—TEIBOPERSIB. a Ta E 
ik Y dë dš, SRE PR AX 35 6.2) E IE SEHR EE SE B, 
这 时 ，Helmholftz FF ( MON His 


w 1 FG H 
S TL — £3) (Š, éa 5E (V FED S aht 7 =0 (6.6) 


CHE b. 8D) a Tub. DRA sk ERI .有 得 到 


Zeme k TE E) 


Ë.) 
4-0. (6.7) 


PP Khi UEPS XE £ BEER, mE GE), BUCO 7D) S FIR189 
形状 
Gr (81) Eam £3) FG (82) (Ea — £3) Fa (Sa) (Si £3) 


= GEO (Ei) (6 — ED. (6.8) 
Tg (5.8) Xd £; XA 2 OB 
GC (Ej = 
an G4) = — T GE HEB). 


TU EAS A3] (8.8) Jf ELA ge" 4 ERES O IAE TESI 
SE c. P. HIE oa = da= Qa =a, B= B= b= BG . Bp a, B EET 


86 Rb xk S ode 21 
G, 是 一 样 的 ,而 lE) 非 成 为 
GE) = — ttai, +e) (6.9) 
KF, PERAH PE) 满足 同一 形状 的 微分 方程 ,部 
V fü MFG) SE |+ Gata B)u = 0, (6.10) 


FO) = (Q3) (一 oj (45) , 


过 个 方程 可 以 写成 
do xb i RM 
dz 2 Q4 Z 一 fla 2d da 
-4 
A < +az+ B8 =0, (6, 115 


C'AG-a)G-—a a) 
E BRE PASE, (E BU EON Ik CAR NB ER DR Eas 
—É- a DM "Ej — 3, TET is gs, Ga BJERGE, Re AA 
BRAME fip ^3 «Boa s AFE SP HH. Y ARARE IE 7 o 
例 1 AKERE — 3 H aR, M Ea tj 
V £,— a4 43855. HARG. A), dr a aE, GI G= P. E= 03 
PE. tage sin? g, £a (Di, inu cl, dr 
e— 0, HB Y LA + BiA E F [el SRCHGER Mp 35 - 


v-t v EDU cosg, £x) 
TEENEI — 1) Gr) sin p, x1, | (6.12) 
zd, Üscq- ux. | 


AEXRIBI S, 0. p AP EUSEB AREERTET la ask p BR TES , JUS" P [HE ^ 
HE 
v feo PEG. M F Ea) ds cds p siu g, 


JFjoPs-45, d£ »z PEE, 


d£,--3s cos g sin g dg, d£; 3 Pr dy * 


22 第 2 章 GRF EU ESE 5 REUS hk 
HARE (6. 10) 4I 


"i "ex TR J * ^ 
yE dE EC &3— d — BI )8-- -D, (6.13) 
d f, , TE m’ _ 44 
i [avo dz 十 (一 m )H-0, (6.14) 
is ,+m == 0, (6.15) 


这 里 i Z EAR A Da 
例 2 EHAR Em ER, ARE bx a Eig, dck Bi 
"[, £ AE Dago, E0 是 在 2 一 0 R ERRE 
z=1 (Y £9 rF) cos p, 
y=} (EE (1-2) sin 2, z= 17, 
$653 BAERE 1:0. 12), JÜ z BI E 862911. BD 
A linl, 然后 再 信和 > f 14s go LL REC, 
RUE] 


(6.10) 


ptén co p, y-E£nsin o, a L3), (9.11) 8 
TE 0.1285 K (06.14) 成 六 
1 d (¿85 )+ Gg — mA) B0, 


£ dE V dë £3 jy 
i d /dH 2 mè YE (6.18) 
D dt dn Pen af a) H0, 

1B £^ xk v Si, HRR E P H Sw, euism 
do, dw GA m” u ' 
metr art Ey o ds)t-0. (6.19) 


Ep £ S» 都 是 回转 抛物 面 .并 且 分 别 有 玫 这 式 
i È 5L 2 _ 1 ' 2 2 
z- ye- A ), "i 于 (于吉 多 一刻 


例 4 SWEER £ (6.12) 中 全 过 一 9 有 » = cos 9, 38 


$6 Hà nk Æ fr 33 
l->0 Br SERIE) y IREE 
r—rsin(cosp, w=—= an smo, z= cos ð, (6.220) 


Jta £m ior; 8, qz, 38 boo WRA FEER 


m= 008g, y—rsmngp, 2—2, (6.21) 
Af (6.13) 5 (6. Pë X] FP ERSEDES (6. 20) 是 
1 qi de AX 
FG. e BC -)8-0, (6.22) 
du E] g m Yer 
=] a ja z (A i )H 0. (6.28) 
ibd 
GEM EL NC "^ € 
+ 4 (x. = 二 | x A= T u> = ü, (0.241 
dH y » 
AH=0. (8.25) 


(6.22) , 16.28) , (6.25) ,2-8] 5 (5.10), (5.12) , i5. 180 Hl], 
MS fSéfa|EESS NR Dur da £ alb Ea, UA 
HA. TEQ. 4 Ra —9—7,. Sa Saa HERE, £3 g | CET. Duc 
-zC]E: 7, aL <D Araona XE c fS EM SB z H 
y uis aee 3 
-en, = b. (E —1)0 5 2—2..:E| 0E. m <l. (06.26) 
(6.10) T £ =£, nE 


I 
(—1)2 €T r2. D *52- |+ UG es ?- sije =0, (6.21) 


" (A. 十 1 - yos EN M — A | V a T T U, 


(6.28) & 
例 6 WHER EP och {E ehy mj ¿, SECUS SOR 
样 ,就 得 到 


24 H2 (RUbDOE Ripe D ds EHHA 
d ce Pa) y = Ë, 2== 2, ú (6.29) 
Xp S, 7 OPUS 


Ia ct 由 WSA tag [0E 
ut (4 ds y À 2 )w— D. (8.31) 


$7 Wiki 38 SBS EF FA 


HEAR Ge y , 2) ZR TD SERTBI SE BR (0282 £9) RERA 
TE SE FÚ (1.023,03, SO 相当 ) 常 徽 牙 五 程 (6.11) ITE 2—601,05,05. 7c 
WHH ayy st. Oq-ICRRBERY Eon 38 38839. . ISPER HB ALIE ERU rei e 
nf ELT ERES Ez rss giriBrie rer, BU ELSE LPE, SEE 
PPY 32 REPRE ER AC RE p 22 h y Ra BU BE B SPE H J. 但 是 在 处 理 这 种 微 
AERE. St Ef EI EA Bre H 331 f) AE ZEE RUATETPEIS 5j 
RAER, PHAR E SF Pr Apu ga jap aur yB ata. Px 
yt ii 3 k S spuq B em 

极 撕 徽 从 万 程 的 理 基 ,对 于 “是 复 变数 的 徽 从 方程 

pu] — S + po SP 2 -FQG)w-0, TEEN 


CE ER AI R E, Rid Es) S o TEX 
— RTRT EER Pri IER, FIBI JE MEE P OD. QUO RAM 
ARRARAS FE HARI EW Ap SERUUHE y FRE ARAS, EUER, 我 
PIDE Phi Rp (99 2E RE (1.3) rE SCINPSRERVAST BIZ 3S A Y 
WER, $3 A ILC. PIU 2 Bes PRIL AR V, 

1. 正则 点 与 它 近 傍 的 解 (E PO) 5 QG) AIER Ka PAL 
RUT. D BUE Hi Sak. Er RUPEE nko AET A BR h IE RU gx 


s MS Uy ML E ht SF SE sx 25 
2-29, Hk. BHE pup Hl CRECEN 
um Ee Gt (7.3) 
Bi 32 28 B 8 vr AK OH E. CPR ERE z. B ERLA 
ELF SPA SSH D. SHAE cQQ REAT DHEA ET. D, H F. 4 
2-29 4X E Jr try 35 Rut EBEN, 
2. FRAS CHIER gEHUZLDLALG n K SP a. T 
f xr Ar pH =a, RU) RA TE A 


(1) auc z- aq) S Ca (2 a), 
s (7.8) 
qua = {2— mn > Co, (2 — a)", 
或 省 各 
(2) w= iza” 3 Ci l2— mi", 
um (7.4) 


wa= tn log (z—a)--(z— a) D) es (z— a)" 


的 标准 基本 解 。 DI e, 29 3& SB Laurant dt, 在 以 4 为 中 心 以 距 
a het J PES SESA HUP A 29 FRAJA, 5 EI a PEE 2C P. [Ef 
BU Us IB|SRrBit gk. SEE Cins es, BJ H.R PR — A RETE ES E WU, 
3. IEB]TESRRARSUEDRIÍSREUBE wA =a 中 使 特 

pe) — (2—a)P(z), g(z) ^ G —ma)2Q (z) (7.5) 
A553: JE RT i] UHRI S re R3. A RU] PIE ëk JE TF Bi] rn n SEP HUS SE 
rige 01.997 4 中 的 Lamrant SEROU T ERA A CAE 
XE. TEn AE REOR RRA DIRBR)UMDDESC 


4p — (2—a)* $e, (za—a)", | (6.0) 
TREE pi . g (z) BST 
piz) == Dipl a)", q (z) = 219. (z= a)" 


26 f 23€ MR a ERU HE ERES ER S 


一 齐 代 大 (7.1) HELTER aa)" By Sr O, B gË 4339) 
'EBJ JE IK. (2 — a)” Pg SEEMS ue 的 决定 次 程 

Cotbu (uo ) = colu” Po 1) i 3 99] = Ü, UE) 
H lss aft, ... SER TAE MARN Cas Cx 77S Cas cr PRAHE e 
首先 当 5 co 什 意 时 ,oryecz ce, | MEAE CHE RT ELI eoo Ge PJ 
Ek ZO Exe xE em t SE x 9 Ze XR pe I BR A , B 


fiz, p) = Q—a)* S os (0) G— a)". (7.8) 
这 里 如 券 虑 cox0 的 情形 , 则 人 就 发 决定 成 为 (7.7) 中 的 两 个 息 
Mr, Me lAa z—À3), 而 可 能 发 生 下 面 三 种 情形 。 MARIE i, À> XXX 
TEBA ERNS £t, 
(1) ÀM — Ay TE ORLEA 
u= f C, M) = (2 a^ 3 ess) i2—4), j-1,2. (7.9) 
(H) A, À I| = AJ BJ hq E 


Ux 77 f (2, A) 3 wa | SLE "d 
j= a 


=w logi =a) + (z—a)2 oN Ga), — (7.10 
Gii A — Aa = ER RRI E 
, ] 
u= J (z, Aa), wa [Bt (i A Fia, 00)} la. 
= Aw log (2— e) + (2— ay" > b, (z— a)”, (T.11) 


Gi 的 畦 殊 情 形 ,如 A= 0, MERRY OE, NSH 
一 下 , ÉBERAIT G), Gü), GHD 都 属于 (2) 的 特殊 情形 。 这 里 所 
出 现 的 整 宕 级 数 ,不论 末 一 个 ,都 以 由 “到 最 近 的 奇异 点 的 距离 作 
IAEE, 

i. ERTA PERERA L= Le BJ IN Pk, BOE Rp GG 


- ow! LL, I t 


= w] [l s sv 


Fr 


“f | d d 


Aa op] ipj C 


67 MD UE ECEBKER Xx 2f 
£ = 0 ERRER BT, 
HT- 
Jod:o.— d d£. Poda itd atad dE, (7.12) 
Brylcr. D 155883 


dw peg . ; 
gri E +Q (27-0, (7.18) 
P=- 160) O- mlk). G19 


但 z—oo ETERRA EA: 2a S Pi), QU oc HF Bb iF RU, 
M ER 28 FE I pz 


PG) = 2 +O (r) OW =005). (45 
A z—oo EER se PUE IF OF £= 0, LP", CQ" SS E RU, 
En 
1 
L3, Le(D) sa 
部 正则 ,用 KRE LEER oo B, 2P (z), zQ (2) SHE HI), 8 36 
地 写 一 下 ,就 有 
ú 1 _ 1 » , 
PW =0 (4), QG =0(, ). (1.157) 
TE JG E E RIEF RUE, BL e kuk tH (T. Tay YE Š — 近 傍 的 解 ， 
然后 以 《一 一 VAPOR. WE Au. PT (7.9), fE G ER pu 
EEE; HORE HAC 的 基本 解 , 可 以 写成 下 面 的 形式 : 
w= Dr eO Dm LO. (7.16) 


XGA SE TEC, z WE 一 , 
m REDENEER KB ERR 


ana. “2 wap, (7.17) 
cU 


28 第 2 章 SHORE ELM SERE HC 03k yB s 
Sa 1617.5; E t =a EERTE (p(z2)=3, ph (7.13) ny Mi, oc E ERR 
ER 2 = +o (1). piptps vata 

u=], g= LL. (T. 18, 
HF =a, RARE RUT T e te GREGOR —1:. RAT a 
JERE ASARRE Sp. 例如 a 的 话 ; WMA w M oah 
ai), 或 是 logie- a) (a 一 了 -KE 2 = eo -E TIEN H FF CE Hë 
ot 除了 是 ] E 2 MAHT LD PRETE 2, 

HEF dE TIT P, 6 SFe ,HILE EE wr —0 E 
te =l, wQ427, 


所 决定 的 解 的 指数 是 0 与 一 4 ， 
88 Riemann f [832 S L1 32 


BEZAR A e (P= 1, 2, 8), EPRA GR VERE, JE 
E. Ut 5I BEISUR ACRES ST SE PA B J A, BE EG FHIR MATA: 
dw pw l-AIN dab 


— — — FT 


qz? j=l 2s; dz 


d [ - 
S A Aí (a a) aa 2 
ii (z—ea)'(iz—a)íz—a w=0, (8.1) 


Gy s= 0; JE a, k15FDr aB 2 EX ISTR y A EXT a; I8 BE BU 
E Ko PX RUE CORR o 


Th 
EE 


B QA A) =1. (8.2) 


À; A M Ra a, PT Aaa T HERE, DD YEXEp(ap-1 
-AA W qda) =h d (7.5) ER C.) B PR 2 Y NM. 
H.2g $E (7.14) HTP, QG) ASE 29 55 PL HE bJ a tF, ik 
Rok: Y Æ fF (8.2), i FEM 88 SC PE ñE >q 2—oo HP, P (z HO 


LO ( i ) Qz 成 为 o( 1), BNET (7.14) €, 


LEE 


方程 (8.1) BS— RESO H BE CRX, (5.2) By A; Ej AG 1, 


n. T 


18 Riemann P ài EV RLEP RE 29 

2, 99, VAR ai, aay es HIE — UC SE BJ, EE ECT SUAE 
(a G3 “5 
À As Àg 2 | (5.8) 
| Aj A» As 
EHE Riemann: P BZ, (8.8) 5 (8.1) 是 完 至 等 价 的 关系 式 。 这 
里 所 称 的 了 画 数 无 疑 指 的 是 (8.1) 的 解 的 全 体 ， 黄 中 第 工行 者 示 
的 是 奇异 点 的 全 起 ， 第 23, 第 3 行 表示 的 是 在 奇异 成 处 的 两 个 指 
Zt BESSGEXX XU An Ej A oci , BI EOS BERUBHARCASAE, 对 了 
ITS TUEA, E n A g a 变换, AAE, Beele, (8.9) 
EBA THESS AmE LAEE. 
1. IREA BrT 


£ 一 Az+ b 
C4 D 


JE EX 294, 04, cts PIRRE T Ft. 一 äs G3, s, HII 


di @a Ga d Ag Aa 
P Aa As At ~ = PË Aa Aa Aa Š " (8.5) 


(AD— BO 4 0) (8.4) 


M Ab À; ÀM Ar Ah 
HEAD. (8.4)8bnE E 
P: B D 
» I I A mC” 
s= 24. | (8.6) 
" Q d 


所 以 可 以 把 变换 看 成 是 由 t, zaz, Bz 三 种 变换 搂 速 实 
施 的 精 果 。 因 此 只 要 狄 明 微分 方程 人 .了 的 形状 在 每 个 变换 下 者 
是 不 变 的 就 够 了 。 由 于 后 画 二 种 情形 比较 归 显 ,因而 只 讨论 一 下 
L= 的 情形 。 由 于 (7.13) 及 (7.14) , 谣 关 于 的 方程 的 系数 夯 数 


p "Y -1 一 .l. 1i. 
ix (C) K Ç (6) dT pH TP gw? Cn) r4 p, TER. 


50 Akas diMODODAnMpudlmE SARAN 
(8.2) y , KAIR EE AUR 
9 3 — àÀ.— ! i 3 223! 
PO- 了 -8.7) 


Y 1 
i a 


HRR RREA H, QC SORTE QU) 中 人 257, ar>a 所 
TERI SG S. 

XJ -]- KR xia 5 T LI G S E y £EGGUH BR ka 562 3 SERE Bha 
Hr ELO STOSE LL se sa EF akhu SD , HER, EATR EAE 
解释 指数 与 正 妈 性 . 

2. 成立 攻 下面 的 等 式 


Ga e t€ 
À 
© — E ` 
(=== a ) P M1 Pug As na 
~ = a 
hi Ao Ab 


| Gi G3 a 
= P dhith Aa A.—hboz 
n M AL—E 
EEH ATA e, 由 定义 莽 观 察 (8.8) E XA E 3£ BH 
Yb, 所 以 我 筒 只 要 指出 ， 等 式 的 左边 表示 一 个 以 ay, Ga, as 为 下 
Rp hBrBu P 43060 nr, 
4rw —f(z)w,, f (2) — (z—a)"/ (2—a)^, PE « Ç A. B| Er S 
JE FJ b A CS D 后 ,作成 w 所 撕 足 的 向 分泌 径 ,就 得 到 


wit Pe) ti jwi] Re) £L PG). w;-0, (8.9) 


a (5.8) 


APAR PCIE, hi Te 仅 在 ayas 处 有 一 阶 极点 万- 在 园 处 
有 二 瞧 极 点 ,所 以 除去 正 刚 奇 异 点 ca say as 以 外 全 部 是 正则 点 。 至 
二 无 限 远虑 ， 由 于 Pe 0(L), QG) ->O( L), £1 
A fo-he0(x) f£>29+o( L), 
o= bla, — as) ; 精 昌 得 是 正剧 点 ,故此 (8.8) 是 卫 画 数 . 

作为 上 面 的 推 基 , 我 们 举 出 


+2+0{ 


$8 Riemann P jii JL fep ST 


4 fa cO G G >° 
(#— ma)" P Àa Aa Ae E = P ta Ë Ag ħa — Ë Z r. (8.10) 


AL M M Ak M Mk 
这 个 至 式 , 璧 如 辣 对 (8.8) 的 左边 彝 以 (一 go) *( 自 然 还 是 了 D42985. 
ZR Aar Gs—>oo BASH, 
EFH E Trin SC BB 30 (8 1) BI PRESE JC 3B D es HEREA o 
dH APA Hh Hi (8.5) M ai, z, 的 指数 一 齐 变 成 0， 即 


_ (z— m)? — aa)" 


(2 = ta) (2 a5) ^ 


3 (s s 

^| T O As-tårtàa 2 | (8.11) 
M À M — As Mob E Aa 

3x) HB 1 61$ 


[C42 05. 2 743 (8.12) 
to — t11 a — 0 


ERW P DIEKCHU ny SP A MER 6—0, 1, oo, ARTA 8.5), 
如 以 整理 后 , SERE 4 (8.1) hu RRAN 


a AE — 3 i) (2 — a4)" 
(2 — Gay t 


GG <“ 


A3— ha Aà— Aa -Aat A + Aa ) 
在 右边 的 P pid, 384852 82839 4 4 ER, e E. h +T ox 
(8.2), HERA S CEERI, Aud oo dpRUIBECDEa8,0 
处 的 指数 蚌 人 0 与 1 一 yY， H l sBRu-—TdBÀX G^ E e: 1-Qacn6-l 
—y)-vY-a-B8. HERA 8 个 正剧 奇异 点 的 币 分 方程 的 一 般 
解 , 能 局 对 车 苞 为 下 面 的 标准 形式 ， 即 


Ü ] = ， 
‘Pi 0 0 ha 十 各 十 入 el . (8,13) 


| Ü 1 oo 
w= Ü O x z f. (8.14) 
|[1- y--a—B 8 | 


82 ouo MEDDA ELE EGENT 


IgE (8.1), (8.3) 5 (8.14) ,也 得 到 了 它 所 满 太 的 微分 为 程 


= rr 
DU Ya- 1 Iv rers D um 和 一 0， (8.15) 


RAN ERE pus 
z(1—z 


(8.18) 
这 个 方程 叶 做 直 几何 方程 
99 合流 型 超 几 何方 各 
把 (8.14) rh ipsa 0 固定 ， 再 仿 奇 异 点 上 与 co 趋 于 一 
孝 ， 并 且 把 这 二 重点 作为 co、 因 为 这 样 的 定义 与 两 个 表单 点 赵 
T STA SC Xe CHEM Jede o, 把 奇异 点 移 到 5 一 0,8, cc 
MOX. RD Bt 后 ,就 看 


G4) (peA U gwo, 


8 d š 


然后 分 poo i 
Te-a) -t pow, (9.1) 


R 3E AT SpER 8 A ce 合流 ， METERS NR ooo, J 
f (0.1) EC DESEE JU IE GCSE e 
现在 考 谍 以 ?一 0 AERE, z= oo Auk IE HW Ay SE 8& Bi 
CESAR 
x DESC elut. 十 -本 wo= 0, (9.2) 


由 于 当 z— oe BF. AR (9.2) U 常 系数 的 沪 程 ， 重 有 指数 型 的 解 ， 
ER VAWI IB 


up == zq erta (z) (9.3) 
IRAR o(a 所 请 足 的 微分 方程 。 现 在 拒 


$9 合流 型 超 几 合并 各 33 
| S+ (P+) y Jeter, 


HI ” 可 . 一 
s =l a +9( p- ya 4r Hp g gb D | cc 


ICA (9.2) S ERE ze", 就 得 到 了 与 (9.2) 同 类 型 的 方程 


D (2p a gth) r4 


tip Tap4c-d- P 
十 £g pee] 9-0. (9,2) 


2X EE qun Hat EETE ERI E 9.8 A es A (9.2) PETER CI E 
Hlo 
JBAEJH FACAR E p, g 


p^-raep-Fe—0, q? —- qc hg-Fe== 0 ERS 
(BE p — pi, Pas 0741, Q3) HEGIA AE 
5 == — (a+ 2p) z, (9.5) 
EH (0.20 E SES FAISSE BERI s US $8: 
dy 18424 du aq+bptd+2pg 0 | 
di? -ü e. (a + 2p) £ -9 (9.6 
pr aeg ida 
(ma etie E, ea 


u p= — m (9.4) BU o S RERE, 这 时 ， 对 于 o, 


Jy 5 (9.2) CPG pk IN: 


d'w,b de d 
P "his dz 52079 b—b4-2g,d:-pb-o-d, — (9.5 


^t z—1i45, PL Py sl 
do , 9b—1 do ~ 


a t d; (44970. 


34 Ark didkn s €6ga ND E HR RE DUTY 
Bt AL. kn STER E 
t=, 
Wege (9.25 53 (9.29, WT 
p'*--4d —0, g*—4-- (2b5—1)9 —0, 
从 而 能 决定 p= 26 pbtd, q=0, Be £= —2pt, WEA S 
PH is up HRE 


2b+4g—-1) d8 _ tág- g 
a -- la 2F 9-9. 
Ef Y 5 BERI ELSSXE EL 
TEF ru Op. s). (9.8) 


另外 , 当 z-»oo 时 , 假设 在 第 一 种 情形 中 《部 e= - nr), 
(9.2") 的 解 的 形状 是 


1 


9 do Et, 


由 27, 271, o. BU 36 38 pK BO EE 
(5*--ap4-c)a,—0, (2pg4d-agq-4-bp4d-d)a, —0, e, 
Bp HE DUBBI 


p= pi, pa: Dia 0€, Di DI — —a, (9.9) 

ou uuo nu dt bp 

T= — Pis Yat PU p p. | (9.10) 
FG +E. 38 d BRERA 如 一 由 人 十 号) — bpr, 


对 于 这 种 入 与 科 的 值 , 由 于 划 音 异 点 9 XpeeBQUtEZUTR 和 (A 一 了) 
+ bÀ + 60 就 能 决定 指数 Ars Aas 

Ais Aai A4Àa— 8, dha == 1-5... (9.11) 
这 一 点 非常 重要 , 因为 这 样 当 a. b, 0, d Bánh, WERE (9.9) — 
(9.11 VIA ADE—À hit yE 22 6 A+ pi, Vi 5 A. HERE. P 5S À zi, 
KBRI 加 于 v3 的话, 还 成 立 着 关系 式 


$40 4p Phetsk 93% 35 

ritrattà =i, (9.12) 8 

THE , AR thas Y p, p, UJ SI E (9.12) B9 A4, Aas vis Ua, Hi 

么 也 可 以 由 (9.9) ~ (9.12) 唯一 地 决定 a,53,2,3,，# Bii, XAY 
于 Riemann P W8, a ELTE (C3 .2) B9 CHE 


co Ü ] 
w= P puo Ap 2 | (9.13) 
aUa Ag 


这 星 的 记号 oo, BRE spoo epey ” | 1+0 GJELLENE p, ËJ 
行 变换 寺 , ESE St SR RH R. wd. JL AL. 根据 (9.2 容易 上 明子 
ww — espo Mr nf PIB P PATEA, BER OP SE A, 


CX Ü co () | 

n n | 

e*t Piri Àa = — P TH -+æ Fi — ñ Ar HE 2 . (9 r 14) 5 
PaPa Aa pata p — B gtr 


HT (OLDER. aa T (9.9) ~ (9.12) ]g, R a= — 1, b= y, 6-0, 
di = — a, =Ü W.S p =Ü ,p,— lya — y —0,34 70,451 — y, 


Bir EAE EJ ELS 
eo Ü 
~ M —AÀ 
A Ü a O z | (9.15) 


l ya 1— y 


810 各 种 特殊 男 数 


SB ETUR RERA A e SESHRRERIE ET, nT JR "E. 
俏 奇 异 点 的 性 质 , AE EA Hs E í py; Re dy SES PE RE 
而 分 成 下 面 的 三 种 类 型。 

1. iJLÍTSERIAZS — XUBPRDÉDOECNOH ENTA E 
0,1,oo, 或 是 tt, 20), 根据 Rieinann P EXC] Bi ag, KE ul ae z 


a6 第 3 章 dud ERRARE TRAR 
AeHa, RT EI Ep kE JLART E cs RE RRR 

f  XRHQXEBHRUSUEECO.18),06. 14), x —0, 印 或 是 (6.28) 的 
解 ,' 世 个 在 一 般 的 情形 就 是 超 球 画 数 (Gegenbauery WA). AHERE 
解 是 多 项 起, 非 访 好 用 的 多 项 式 就 是 Jacobi 多项式," 巧 的 特殊 情形 
是 (fegenbauer 多 项 式 。 此 从 ,特殊 化 后 还 包括 有 Legendre 4% 
315.53 ''schebyschetff 和 多项式 | 

2， 合流 型 超 几 何 画 数 型 ”这 种 范 数 轻 常 有 一 个 正则 总 民 战 
普通 为 0), ULLA iB TIERE SERERE EL, 如 (9.2) 型 的 
非 正 旭 奇异 虑 (普通 为 cc》 ， 一般 归 千 为 合流 型 起 几何 方程 (9.1) 
或 方程 (9.2) 的 解 。 

例 ”下面 列举 几 个 定义 这 名 画 数 的 方程 。 

CO RERE, 6p (6.18) rh x=0, 或 (6.24)。 

(2) P0dykEB4 EC, (6.81). 

(2)' Weber 夯 数 ,应 程 人 .30) ,在 有 限 区 城中 正章 , oo Jain i£ 
HU JE ERU eE Se Rko 

(3) MRAPIT UE BU EHZRC 5E (6.18) , 

(8)' Coulomb $E 3g: Coulomb 疙 场 中 电子 的 Behrodin- 
ger fe, JHERA BR Ek Je C] 88 hiyIHl2E 3 , 分 高 变数 以 后 所 得 到 的 
方程 。 

Vo FEE CIC 79 TR CURE S RE AR Senf, 

(1) HA Sk Bessel p Ec, 

(2) , (2)' hA Hermite A38 xx. 

(3) , (9)' 中 有 Laguerre ZA Ao 

235b. 属于 美 型 2. 的 画 数 还 很 多 , mT P USE, de 
Hir, Fresnel 和 分 ;以 及 指数 积 修 等 。 

3. WRM ERA ”这 种 西数 具有 至 少 凤 个 正 划 霖 异 点 ;或 至 
^p TERIS S? EE 3E 1E RUE 52 oi 


—P — w p — m - 


&10 各 乔 竺 殊 画 数 ^ 
Hi (I) TX [Hj ERE (G LI) fis Ga. Ga XE RII ST ST is, 


co ERA Se ER 
(2) Láme pd Xx (H Ek ud EAP x0 BF, Gy, Ga. Gss 
Ep co dE HAT SP Fa. Ç 
(83 pMynE S EX it ET BUR, BE a; b oo 
合流 。 
(4) [EAE ERE EX(6.18), 土 1{ 越 是 +> 为 正剧 奇异 点 ， 
(6.145 , (6.16) co EE EAN Su Ka. 
(b) Mathieu W Xx G6 [B] fE +1 ENAGA, 
H (6.28) co 3EAE Bil Ar SE EX Ç 


这 种 染 型 自然 包 合 了 全 部 的 工 2 美 型 作为 特别 情形 ,加 时 把 
KARAR 1, 2 的 情形 比 过 ,由 于 后 面 二 种 业 型 的 画 激 可 
以 用 遂 推 公式 或 是 积分 表示 素 科 二 的 处 理 ， 丽 御 S 类 型 的 间 题 就 
RES, QE, 5$ 3 类 型 画 数 的 间 案 役 数 展 开 式 的 一 - 般 项 就 
非常 复 染 , 寺 且 对 它们 不 存在 简单 的 积分 表示 法 。 最 后 ,我 们 .上 面 
Bran 87 ATH ER EXC AET EUEME JEHSERTS UR Ex xe à Láme gs egg 
VAL, Ar iha Ra EA RRRA AIRAL T — T SESS 


第 3 章 E JL hi erg 29e 


š11 # JL BJ B4 2X 
E LRA, AU Gaus FE, BLZ (8.16) 
Lw) ed —2 S5 +{y— (a+ 8-+-1)z) S —aBu=0, 
(11.1) 


'EJ2 0, 1, œ 为 正 基 奇异 点 , EEA BERI JH Riemann 写法 
(8.14), 可 以 记 作 


0 L oo 
w-P Ü 0 a z f (11.2) 


l—y y—-a—68 £ 
RER- 8E rj ELASERIERE, 一 般 具 有 三 小 正则 音 异 点 的 徽 分 方程 
EAE 32. h (11.2) EH. 
(11.20 TE 2 — O CES RRE, 除去 y 一 整数 的 情形 , 一 个 是 其 
有 指数 上 一 0 的 正如 解 , 另 一 个 的 指数 u= y RA 277 3 
aE. 2 TokIB E8— T BE AHS CC 0) 


w= lg zn (11.3) 
Fir o0, WRA BAE (L1. D , 使 BAEZKHEZT DO FR CS 
"E .SSCEE ELTE Y xediE dXX 
(m+) (n-I-y)68441 — (m+ a) (n i)a, (11.4) 
Hir z = Ü if, wl, BI a= 1, AFE AAR Gn. H 


EG n) Tad (BER 8) (11.5) 
m! Cy ny PDCoy) 

把 这 样 得 到 的 整 曙 般 数 记 作 Fi la, Biyi), 这 个 般 数 时 做 超 儿 
PTAR, LMH Gauss SEC, BN 

aF, la, Byys D) = r y D UE SB E a, (11.6) 
A JL BL EDECSE ERR — TCU, FEE LfEDEnlic SiC 0. 2—1 
EOL NS FSB AK BR au RE BRUN R SE KEJA Cauchy 
MERRELL 6) BRBH, DE A SUOÉONSCR EAE USE TRES TP 8 XE 
` Y — ^ 3E JU S BOUT Bi 3k 

Fa, Biyiz. 

BPE E ar 45 Xy UIS] EX, 

APT 2| > 1699638, REZ CL ORI HET Gp PY , RES 
EAR H-P :—1 是 支点 , BRDLikR DERE Ar RE (K DER. 
为 了 研究 的 方便 , 可 以 由 “= 王 起 没 着 实 轴 测 另 一 全 支点 se 作 一 前 
ix SR fe n ta ves E. 

ankaw B Xp Oak EDROÉE (一 站， 由 (11.4). 自然 可 以 了 解 ， 
般 数 一 般 将 在 有 限 项 处 截断 ， 而 成 为 多 项 式 (Jacobi 多 项 式 )。 
如 果 ?y E OREBE (一 m) ,而 a, 8 IRAE OR Ee REC (一 n， 
nm) Bb, RISE ausa 将 成 为 < ， 对 于 指数 0 不 存在 正则 的 解 。 
以 后 不 再 重复 审 明 总 把 这 利和 情形 作为 例 革 ,而 不 予 着 虑 。 

AEE Fala, 8;y; 2) 是 由 于 起 几 柯 舱 数 的 扩张 情形 而 引进 
的 , 超 几 何 般 数 的 扩 暖 情形 的 写法 海信 


! E 


s" = eA 


40 36 H W ËR Lf vus ev 


+ ir = A ^r [ (É ! ratt 
Ë (G, "t 0,5 Bi Z2 Pu 2)— M 1 Jrs LG " = 


ce (Bae (Bo) Rl 
I (a), 一 人 站 于 于 入 一 一 (于 各 01.7 
App ELI e, 8: yi z) 的 训 靶 混 请 , XML PK SR HH F H 89 T 
法 。 
Bidc3kueZRRG1I.10) 436820 AERA HC I— y 的 好 一 个 等 
解 。 它 自然 可 以 在 (011.3) 中介 以 =1 一 Y， 然 后 代 久 方程 (11.1) 
NÉ x& 28 REMAS, IX E 3 P| H S — + ik, Bp 2 
w-zTf(z), 并 试 求 正剧 画 数 了 tz) 所 满足 的 微分 方程 。 这 时 ， 利 
HH (8.10), uy pyri 2 EET 5S p 
Ü 1] eo 
^ Ü Ü a z 


l—-?7 v—e-B88 


ü 1 oo 
= z! Y ^ 0 Ü ad 1-—- | (11.5) 
—Llty y—-a-8 B«1—y 
BERT P EEDETEIS T pilo, B, y AARAA a— y 3-1, 
B-—YcT,2-y MARR, EA P PB. REGE 
dus == hae— y 3-1, 8—y- F1: 2—y; 2), (11.9) 
ATRA OE.8). 根据 (8.10) Tr Pi Er BE E 


1 I oO 
(1—2)r-7-9P Ü Ü y-—g8 1 
Ty —y+a+ g y-— 


Ü 1 oc 
Unete) 0 0 1—8 sir, 
—lty —vy+a+8 1—a 
RJ PJ FA 


811 gE JL BJ TAR 41 
w= YB ya yiz)üePF(a, B; viz), 
w= (1—2)Y * *F(1—-8,1—2;A—y;z) (11.10) 

At d ZR (LE. DRR, IB RE RUE (a, 8; vy;0) —1, HERET 
ARTE 2 = Ü j EP hi 2 Js , BE BB IRE s BU A e P Qa. 91y 2), 
JS S BH a b de F3 ws 一 致 的 。 
tX z — A, AAAS.. 全 z—1l-—L,0 CBE FX 
t=0, 1, co ZEE E x 21,0, co 对 应 。 考虑 到 解 在 这 些 点 的 
ju CSIRO, y—a— 8; 0, 工 一 ?3 2, 8 Od TP z 5 Š , AF88 0 5 
i ABYA zy, T ES LL dA 5 S PGI,SEX, 
Ü 1 eG 
P 0 0 a r, 
y-o-8 i—y B 
4 (11.2), (11.8) EE? ,BXBE BIET Aor BRE 
w,—Fia, Bily tat Ei) = Fia, B;il—ycTact8;l—2), 
qp == (I — 2) -Foy—B8,y--o;ld4-y—«—8:1—2),:111.11) 
SR ys, wa IE, MARAT 5 w, ws 相当 的 解 
u =m Y f(| — y +a, 1— y + 8; 1— yaq B; 12) = tos, 
waa nie, 1— 8; yilan 8; l x) =w. 
(11.12) 
1 


RARE z=% FBA + z 写成 一下， H (8.5), (8.10) (只 
S48 0 5E oo 的 地 位 调换 ) 能 钥 得 到 

Ü ] oo 

Ü Ü a 1 


Ü l ca 
Pia Ü 0 Cr P 
B y—a-— 8 -y B—a y—a—Bi-—y-ca 


AA 
u= Zap a, i—y--oa:l—jAB-4o; = ) =w 


42 LE Ge gm JL TP gu dw 

.一 和 一! = . ] 

gf Y (a dyv7 074 h (1-8, y —8;1--a— 8; ). (11.18) 
B Ah- Trag ME pP ULIS a E 8 xr m, Bn 


W3oc2 ^£ (8. i—vytB8;i-etf; L)- us. 
I m" ~ 一 起 Z . + i i 
S Y {gm Bi P (1-a, y—a;l4-6-—2o; Lario 


—N [E O, 1, oc — POR EL TG EE Ba 1 S 3538 3k ARR, BH 
loo z-lo. 1 2 _1 1 


1 
=z, 1—z, -—, -一 一 i 一 
$1, ` g^ j1-—z' " x” z—1 1—2*" 


如 果 利 用 关系 式 (8.4) 与 (8.0) 28, BPP Stim RL DA 
Sexo VASE Cer OCA JUSTUS, EURO EC EH 
据 (11.6, (11.9), (11.10) 可 以 得 到 四 种 解 的 表达 式 ， 所 以 力 
各 (1.1) 的 解 ,可 以 有 24 种 方法 用 起 几何 副 数 来 表达 ,但 是 甚 中 
只 有 两 个 是 独立 的 , Jtfibag S RGX PRAISE RH D, 这 些 -一 
次 关系 的 系数 可 以 通过 有 具体 计算 求 出 , 从 而 能 把 一 个 琳 异 点 近 馆 
的 解 老 示 矶 为 其 他 奇异 点 近 修 解 的 天 当 的 线性 朝 合 。 这 一 点 与 解 
的 解析 政 拓 的 关系 非常 密切 ,我 们 将 在 Š 13 中 讨论 。 


312 £3 sx 


3XCRCBUBCUS BUTS ER BPB i Sk fe R E BRUST TÉ, 而 

不 厚 够 借 此 得 到 至 局 的 解析 性 质 。 — RURSUM RORIS MEA, VU BB 

的 性 慎 比 较 便 利 。 要 得 测 积 分 才 示 通常 有 两 种 方法 。 第 -- 种 是 把 

MC RERUEGE SH EOD M97; Dh, 另 一 种 是 利用 一 个 已 给 的 适当 的 画 数 
作为 核 bo, 身 ， 而 对 解 用 变换 式 

wla) = | kG. EuD (12.1) 


MIAE, FEHB FERIE v (D) C 使 之 满足 多 的 微分 方程 ， 


— o 


$12 p 2Yy 38 x I 48 
JA T SESS EARS 5 RS 
BUE AA IB AS Rod, (11.6) 具有 形状 如 DE R 


FERRARE Sy op G OO SEL £F Ln AERA N 
True Ln! HHA., Ani — RH n = 0, 1, 3，… 各 点 包 合 于 内 
BPJP dE C Ef, BU Pas SI AAR, 出 于 荆 (i 
模 据 (1.60 El ben Jy fd, +P 
HERK (— Dt , MEERE 
EA TAIAHA, TqRORERSREEC 
Diwa 12.1 rb ARRA ERE 
YA i dor PR R AFPR $0 2 E 
[B] (3x EB JV < R < N + 1, N Rp 
dr ,与 一 条 由 一 co 到 十 ace Pants, 
xt Hp SGEE3T-— UU) 6 (6) 的 苛 异 后 ， 图 12.1 
FHIR Ta BIS (E DE B5) Ze fl , p AL 3L pg Hx TÀ TE di de B3 A I, 
ils Pin 成 位 着 


| GD TD A 3-809 a, 12.2 


Sors 
"Era e: TEL JE o AEEA Si 3 BJ PA Al na (—2) 的 多 值 
性 ， 可 取 larg (一 2 | 二 x， 在 现在 的 情形 ， 由 (11.6), 4 GCD 
=A la+ DIA tE iP CoyrO, 有 一) W 
GOD BRE 一 a 一 %， —B—n(n—0,1,2, 2, di o, 有 都 不 是 
EE, A RTE E A H E C BHE PER aa 65 TE Z9 Tü A TE 
C EZ. 

了 紫外， 利用 二 PAR RIERS (8.7), # BL AE Ce He, o8 
H CUR WAA FARKA 


1 Lla OPO ry É - Iit P Bate y ls w n; aing | (12. a) 


44 Fsi ÉS M b PS OU 
(B RESERWE) O, 
53 —J37]Bi, RA 2— re". M 
{=al = jexp[log r4 iip — m) | Re? | 
—expi E(log v eo8 8 4- (c —p)sim 8 11, (12.4) 


但 基 当 arg 0| <, Yog rn lz] <1), |arg(—2| le — m 


Bi. EAE [E]. EBSOPA EG Vc BE, DRESA, ESI 
ia ERRI ETO. LAURAT F la, B; vii), BBT 


eod OO (7 Tiati 
PG iD Tu POP]. TOFO C. 


x (-£) (adi, jarg(—2)] <r, (12.8) 
上 而 的 公式 限于 |z] <1 及 ?不 是 负 整 数 时 成立 。 当 ay B, y E 
任意 的 复数 时 , 它 是 (1L.6) 的 解析 延 拓 。 此 外 , 当 izl > 工时 ,等 式 的 
右边 有 一 完 的 意义 ,所 以 积分 就 决定 了 当 [2] <1 INS ROC (LL. 0) 
所 完 义 的 画 数 在 |z] >1 EE BERE GS GRE E — 9) €, 
现在 转 到 第 二 种 方法 。 由 于 方程 (11.1) 中 w", w, w 的 系数 
分 别 是 二 突 式 ,一 次 式 及 常 娄 , 所 以 指示 我 们 用 必 一 x 作为 Ia Ë) 
比较 恒利 。 即 在 现在 的 问题 中 ， 假 玲 了 下 面 形 式 (Euler 变换 ) 的 
解 作为 讨 请 的 基础 : 


人 一 | €e (Dat. (12.6) 


JGEUERCASI (11.1), 分 别 用 下 面 的 写法 : 


2 二 一 一 
KE GC —2) 599E SE HRS DB 


Lu] - | (0D — 2) 2.2 (= 277 
EUH aH BD) C 2^? -aB( —2) "a 
-| «opo -Dta-p-ac 


š 12 Ei 2 3& om 46 
HAA- DOE- 1) - Ay-EAla-- 8-1) HG 2) 
-C-X(—1) Ala- 8-1) - ag (£—2)*dt, 
这 个 臣子 可 以 写成 下 面 的 形状 : 


Duo] ^ | AAO LA) 


FLAD (22-1) 一 学 十 人 十 及 十 有 时 sr zE- z) * 

一 {9 十 (a-- BAFaB} +at. 
这 样 就 能 在 f ] 中 把 对 于 z 的 运算 子 和 转变 戌 为 对 & 的 运算 子 。 由 于 
上 和 厨 的 起子 比较 复 氏 ,如果 在 这 里 取信 一 一 &, 3 —8, RJ dx Ja SB 
At lat A Atas Shiv RC 0, 并且 对 第 一 其 施 以 分 部 积分 以 后 ， 
整个 的 积分 就 蛮 威 了 


Liwi -v(Dta- E, 
-f [pta Do) {I-A y G8 
+2- DO]: f -2at. 


[B 3EL:»dexeck Lie) —0, 所 以 应 这 样 的 选择 o(D , 使 得 积分 中 的 
[ 于 内 等 于 0, 并 且 对 积分 路 加 所 取 的 第 一 项 也 是 0 才 可 (je 琢 
示 的 是 在 积分 路 线 和 钦 点 处 的 值 与 在 积分 超 始 处 人 的 值 的 盖 )。 
HEr FARE v AE, aT 
F (C00 -ta-0 + 20, 


PAE ])Pg2y3r,RUEDBESUHE OE 
do  -—Xk—'y4- ita t85 2k4+1) 5 at 


' td-0D — —— 
一 一 了 Q«t,8TA—Y-lbe 
-| Gu jat, 
AR AAEH, E 


48 HRE B IL TI gt 


= 0-2 (o£). 2.7) 
由 于 入 可 以 等 于 -a 或 — B, BEDRE 是 — 8. 如果 把 关于 积 ， 
TRABAIA o 5 À b, 则 有 
[67r (1 — f) me Y (E—3)7 aj =0, (12.8) 
因此 得 注解 的 积分 表示 
wi)-A| er dt  G2.9 
HEr imis, MEERI 
wao, gs 3(]1—8s)77971(1—5sz)" "ds, (12.10) 
s sy os) | 一 0， (19.11) 


如果 Rey Rea> 0, Ry s—O 到 s—1i By 8 Zr SS E 
(12. 115. 《 国 沪 在 两 端 处 的 夯 数 值 等 于 0 现在 先 尔 用 这 条 路 
线 。 并 且 欧 定 在 这 条 路 线 上 ，argsy arg (1— s) X lim arg (1 一 s) 
家 等 于 0, 把 (I —=z) 9,35 iz| 天时, AZAA 0E HE BS TE CREE 

1-[ s 14] — g)?7971 (1 — 82) ds 


GO-8X—8—1--(—8- m1) 


"iz "m, 1 


x ( — z) "m |. gm-ra-1 (1 L. 2) yale 


= Y RPD Atm D z"Bim--a, y —a) 

mi ml 

a Bm y oatm) . 

m= 0 mB) y +T) 

e EAE =e). F(a, Biyid. (12.12) 


== 


$12 $4 2 3 om 47 
于 是 当 Re y> Rea> 0, 25 clHBb, WAAT Fla, 8; y; DUE 
分 表示 | | 
Fle, Biyi) 


— Piy} |. YY 一 了 IO 19 18 
Por y — a) o^ (1 8) (1 82) ds, ( | ) 


Rey> Rea~0, z| a1, 

1 Ez X Y E LEE, fn 

AF S N... SEROD 2D AATE AEA 

i £ SO B 夯 数 所 作 的 那样 , 取 一 条 把 

0, 1 Bl trh BL FT ER 

12.2 积分 路 黎 ( 如 图 12.2) , 并 把 变形 后 

BEAR (102.19) 比较 ， 然 后 决定 待定 的 系数 序 可 。 但 是 为 了 

BER eL 的 影响 , 可 合 -一 凋 在 积分 路 线 的 外 部 。 以 后 

的 手 重大 本 和 计算 (2.6) 时 的 工作 一 样 (通过 观察 就 能 了 盘 )， 于 
是 就 导出 了 


a, By. I Tiy) 
E E J — — —  - i a omo o———— -— — — TM LI 
«n, 2 (1— ey (TL—52v79) Food Gy -- a) 


(1,04,1.0-3 
xd s dospe3(dsx)y-^de, — (12.14 


REEERE 4 Wt, 502.15) BB Ac UETH2A , RIRE args, 
arg (1—5):-0, £FH.arg(1- s2)24 2—40 | 


1 
时 也 等 于 0 
dae y, AHE y JE JE SX, UR DE g — -= 
B (1—8) 1e Q5 38 Di b SR E — 


XE i US el ort EJE o fi, 33 3E D c 
象 图 12.8 "hrec 3 PE, Ya — 8 B 


0, 工 两 点 包含 在 内 部 , [HH 1/2 dE Te 5. B] 12.3 


4g Ait gH JU Tr ENSE 


ñE PA PHH en TI, 4602.6) Ri ptg EER, 
积分 路 和 炎 也 舱 达 到 所 要求 的 且 和 的 。 这 条 则 杰 可 以 经 过 变形 成 为 图 
12.8 FHRS RTE AB bs E dst foy 0, 24 s(E— "77 
RA 1 变动 时 {由 于 (1—s)yY"% 的 因子 变动 ) , "名 的 值 成 为 
| g^ (d — = ym j QA oye — |s*(1— s) Tt 
PACU RRS O 变动 大 【由 于 对 的 因子 变动 )， 成 为 增加 了 
W ra 的 值 , BE K PA) [s (l—s5)'7*!. TE yE 
数 时 ，7 MERATE dete, MRAD RR LA RB y 
Fia, B; y; 2) 


F pois TUS UU PX eye -—-s2)"^ds. 

(19.15) 

ATE. 7 一 22 f ECC, RIERA So 5k ECCE REIR HE, SANE Ry #: 

AFER M, (0,1) 306, BD 8 PIERRE NECK. xxu 
SE EEG Pt P H fT BB Ç 

ERR V RA o BUR POK KK S= 0, s= 1 (BBXF Z S Ç= co A 


[=i ORAR, 但 是 "还 有 两 个 支点 , M s= Lg so 


(相当 于 《一 z 及 之 = 0) 。 现在 如 果 在 s=0, 1, co, 二 pu hif 
ERARI ER LEREN KS, 那 就 能 得 到 与 
F (a, Bi y; 2) 相关 的 各 种 解 的 裘 达 形 式 。 达 正 对 应 着 前 洛 中 用 
4 RBOECEOR BS (11. 1) 85/98. TRR LABER, 

AnJB4t (12.9) ru BA 0 与 z Wp RoNT HOS CB ER FO 
积分 路 粮 ( 图 12.4) , RES 


CS Or, 2... ' 
os) = Q AT (12.10) 


现在 讨论 一 下 这 个 积分 , 假 各 在 4 点 处 ,arg Š - 0,arg(1~£)=0， 


412 344 2k SE >Ñ 4n 
HHH EA- KAE, arg (1-0) 24 £81 
LA Ç = 0 BEARES 0, # (12.16) fe 
Lus, JH XE 5 的 积分 路 线 成 为 如 图 12.2 
中 对 z HER HA Bp E E RS, T wro, 
AE p. 


Ed 12.4 
(14,041,052 j 
Wo, s = 2 K: a "01—3)72(1—28)v a ids. — (12.1T) 


由 此 可 见 , (12.17) WEERA (12.14) 中 全 a8 — ytl, >a 
—y- +l, YY 一 2 一 7 而 得 的 精 果 。 Ww (42.14) =p has Fñ 
VA zi, WE 

w= TE (8—y Fl, a—y+1; 2—y; 2) 


i Pia y) ap 
Qe (lem DP(B-y-DIüu-8) ia 


(12.18) 
RELS 5f 5n, ENS ED aA F (a, 8; y; z)dhor 
FER... BAE, 5 Re(— 84-1) 0, Ref- y -1) 0 ib, f 
FE icy xESO.t z 的 直线 ,而 积分 进 接 成 为 


wa Pra a 70-077 ea, 


(12.19) 
i Re, RetB8 —y-r 10, 
相 友 ,和 如果 把 厂 边 的 中 一 0 中 BEJT HARAR SKOR Y n ss; 
式 的 左 过 表达 成 为 级 数 的 形式 。 
对 于 ws, dm4r aa ytl, B—B— y 1, y2— y, WE 


Fla, Bi yia) FG lu £230 —)7*(- Dyr-^7dE, 
He y» Re 87-0, (12.20) 


RRAG6—G—ÓD/(O—0, WAR 


KO SA 3 3. ER JL fe] p T 


Fia, B3'y;z) 
Ty Y(l1—2)" 5 li _ PN a 
RTG A | (g— f) Agr-71 (1 — yay di, 


Re y Re 8> 0, (12.21) 


A 38 diaz hy KOP EM 2 Hi, FEE h (12.21) K (12.19 可 
DRH Aud SE Y 381 a—>1l—a, 8—1— 8, y—2— y HAA 
POTE wh pt Wia 
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现在 讨论 - -下 在 41 中 所 得 的 解 , Eme s-03pBe ELE 
IGE BAJ BE wi. wi, 与 在 z—1 3€ zoo WAP PUMERUS, C E 
HATTARA. 

H TERI TE EOS PAAL fl Et CLRHPBUVO SOR HR PH 
Y'ETIeSTDIBILEPISEPI IE 8 , FE FA WI EUBREE , 119g dui 45] 3&4 6] 
展开 印 可 。 

AAMA OU.5) yn HIT 8. fur 02.5) «Bp 3 ez! <1 时 
EA BEJFIRREUDT w, MAH |z| 半 1 时, 这 个 展开 代表 的 是 什么 
WE? 对 图 12.1 中 出 — ico Hj ico BS ZI WA E De b YE DA FE SE 
于 面相 当 大 的 秆 图 (图 中 几 虞 米吉 示 的 ) 而 构成 一 条 朋 合 的 积分 
SURE. AFO 2 PERO aaa (12.45 【这样 地 选择 图 的 半 征 R. 
BR GO HE —a—n, — B—n( 为 下 整数 ) 都 不 荣 在 团 周 上 上 ) 。 
这 时 , 当 B 相 当 关 时 ， 对 积分 (2. 引 所 作 的 估 值 对 积分 (12. 汪 是 
不 变 的 ,而 4423.4) 中 上 HRA cos g AERA., Alki z 的 
ROG UR 1217-1, EBD IAZR E log 020, MARRE BL IPM E B 
积分 当 Row W 85 0. ESGHE, XF `z|> 1 的 情形 只 留 下 
了 (2.5) 调 这 的 积分 ， 面 这 个 积分 应 该 等 于 被 积 库 数 在 GE 
在 积分 路 线 顽 倘 图 内 的 极 上 的 留 数 之 和 的 2xi 悦 。 但 是 GD 的 


§ 13 解析 延 拓 的 几 个 公式 51 


EO g BR GE Cir J£ +E B AB, Bl an, Aon 
(n0, 1.2, 5 等 ， 于 是 于 用 一 下 关系 式 P (aD z [Ud 
-e+ 1, ük] y G (CY (—zY ri- magi ku 


1 _ £ {B —a-u) ( _ 


A-RA 2 MA n) 
) C08 rx Poy-—a-—n) 


FM 


-F n 
"Rs (an) Fil- y-t adn) rad a) (— zy 


nl(—T1) sing- F- Biatn) 


_ aie L B-a] -B+ DH *l'(ad-m T(1— y+atm ya 
Tivo y H-o)n14711 —8-4-ad-mV ' 
LA EB a A B 变换 后 所 得 到 的 公 (3X8 n=, 1,2, 2, BEE 
SOR AF n AER, HEUS RE 53 (01.0) KR, RU Agi. (0.2. 0) 45632224 
2| 汪 1 时 的 蜂 开 式 , 名 所 期 待 求 得 的 延 拓 公 式 , 是 
fia, B; vin) 


LEKET B-A) ; ay _. . 4 _. „1y 
raiya 1 z) F(a, 1 “øs 1 Bei 


TB Tog Cet (8, l—Yyt6;i—aMB; +). 
|arg(—2) ! =<, (13.1) 
HT Fu, 8; y; 2) Bg RA 2: = 1, ce 一 般 是 夯 数 的 支点 ,所 以 
73 Y y t F hs 2 BE pE MR EX DLXEREIXVUEGBSUERUEXU ES nmt 
HIE., Fk, 在 le > 工 的 情形 ， 我 
们 和 作 了 相应 的 规定 larg- «m. 
及 在 导出 公式 (13.1) H, APGE Bx BT 
4i GO) WS 5 AJ R J. xF TP a— 8 
一 整数 的 情形 , m T SK Bd (ati) 
£ T'(8- 0) BS BUS —$k, 所 以 需要 
TOMBE. GCRRESERROT S 11 rh pir B 13.1 


52 ñas Jøa 
ALESTA 

现在 我 们 屿 移 到 述说 积分 表示 (12.183) 的 应 用 ;和 而 南 论 在 0 近 
嵌 的 解 与 在 工 近 铸 的 解 之 问 的 关系 。 并 此 限制 + 是 介 于 0 与 工 之 
间 的 实数 ，Re y> Ro z>> 0. 

ftt (12. 15) h ple BERE fs, 2) HA 13.1 中 的 积分 上 路线 进 
(PBU, TA REIRA 0, 1, = 的 以 :为 什 径 的 小 图 ， 
沿 着 实 井 速 桔 -与 一 oo 的 路 禾 以 及 以 原 点 为 中 心 、 五 为 后生 


BUAIRIBE SH IK S, ARE O 与 18984 E. 5E args—arg(1— e, 
—arg(l—en --0. m PEPBO UBI BT DAE a. b. b,a. 
cec Es 1—s,1—s B f £X TA, 


EZERRE RETETE EA, BEDUBLAE fB B #a JE 
MELDE 0, 1, -44h MERAS, 


H FAR Ma 82 tE Re 6> Re y—1, Res 0, Re y> Rea. 
I> Reg, BE 2> Re(8 +1) > Re y> Real 0, BpEL Rowo, 
-3 由) 这些 部 分 的 积分 部 等 于 0, FERET 


[1— Ei mA] | | f (s, z} | ds 
(h 
二 er 一 er Fe o) | ds 
1 


' I Ü 
十 [eFI ei dy a1 | f(s,z) tds=0., 
ir 


$13 WEÉHUHEHBUJLT ZsÑ 55 
ERRA T. eom, HORE 2 个 及 第 8 个 积分 分 别 施 以 变数 
. £ | 
s HA s= (1—2)1 T. “F i MERJEK HN 5-—0, 1, HWE 
sin {y — x — Ë) |f. z) dis 
-- ein a BCL-—- zy N prm: r9 [I4 (1-2) 2347 dit 


L 
- sin a Cy -名 | EILH EELA (1— 2) t79dt — 0, 


把 此 式 与 (12.18) 作 比较 , 填 且 使 用 公式 wcoseo wz P 00 P (0—2) 
就 能 写成 


TAY) 

Gap rere yi riyy eB 
一 -一 一 一 一 -af Uy 一 a) P'(1— 8) 

二 TB 人 PG BED 


X F(y-a,y—Biy- a E1313) — p - ep gy 4 1) 
z DoODG-—vT1 


X Plath yi) BatB ~ y+; le) 0. 


ÉJI 
Fia, Byz) 


Ey). Tiya- P} p | | 
riy- Tly—BY Fia, Bijat e y -1;1—2) 


DP yT at 8— -YI aa yh Y-a 
TT) €? 


XY y--DB;y—a-—-B4T1;i—2*), (13.2) 
在 话 算 过 程 中 还 使 用 过 公式 
Pig diil z) =a; gmas —'0(C—2) a, 
我 们 在 导出 公式 (13.2) hf, BX a, 8, y, 2 的 值 加 了 限制 。 
REW a, 8, y, 2 是 性 党 的 ， 屠 么 要 在 这 个 公式 是 有 意 凡 的 时 


5+ . T3 RR JU f] gm du 
f STR Kukar Bi E, ELERSCSESSEBIUB EHZRBSAEEIAE In, ur 
是 这 时 由 于 支点 的 存在 ， MAHTURA PE X. H 
AREA HIR EAGER z 与 oo 的 米 作 为 剂 米 ,所以 对 1 一 2 WWP 
ARE larg (1 一 2) |<, | 

[i FRA RE y RERE E (08.1), R REX a, 8, y 加 
LRL EgHURRTRIBS RU. XR RE z 是 小 村 
—1 KAREM, ERE — co (sk 1/2, 0) 
Lj i Bu EETEOUIAPREBD RD. IER 
Sri RP ES 18.2 ri pL SRRE OK XE dT sb 
PE. ReH TY (18.1) E (13.20 后 ,对 
TE 0, 1, oo rREE EE gp 5 PJ P, nir 

Fd 13.23 VAI EC P3 akar B oke Xs 

Ja Et as— PB] (12.14) 利 有 积分 的 变数 变换 8 一 上 一 上 所 
全 出 的 另外 儿 个 而 单 的 关系 式 。 

首先 讨论 积分 本 身 , HT ds = —dt , IN PH Wr BUE 
WS JESUS [B] BS , p EA, 

$ a (L—32)* *71(1 — 82) ^d 


(07175ri* 
= b (1—4£)*5021(1 — z4- 2t) Ade 


(1,6,1 0.5 


- a- 2-2 £ 
最 行 的 积分 是 由 (12.14) 经 过 变换 ay —8, (Ya >a) B— pf, 
yy, 3— Ü J WE BS. TERT o E y — o 的 对 移 性 后 ,就 有 


- -—8 
po EE a E E -Ži ) a 


KG. Biyi-Qü-n"F(H,vy-aiyizL4), 8.8) 


AMA REDE FQ, 8; yio) =F, a; y; D. PE PA u a R B wF 
alg RB 


$14 JL + Z x 55 
Fla, Bi y5 25 dF (a, y—8:y: 2) — 03.4) 


ATATA F A Sr t spa SCR IRE < 1# 一 工 ， 因 为 
A SON BJIN2D ZF TERES O 3 1 e, Br 
HK RENEE TE O 与 1 的 线 民 的 直 
线 为 界 的 左 审 平面， 基因 为 左边 的 画 数 在 
VA 0 298 4» 1 APER [BL PJ We ge (两 党 日 
ASI RAR REESI) ,所 以 这 个 直子 
实际 败 示 着 解析 延 拓 的 关系 

Xf 03.3) & (03.4), TARE $ 1I Fd 13.3 
RHF, EI ER Er G— 1) 的 P 卫 国 数 。 也 可 以 根据 解 在 
?一 全 处 的 情形 直接 和 用 (8.10) 号 出 。 

ERAT T CLE. 1) 的 一 般 解 ,可 以 写成 


Ü 1 oo Ü 1 oo 
Ps Q Ü a zr— P4 O a 0 M 
l—y y—-a-B 8 id-—v 8 y—-a—8 


Ü 1 co 
ater] 0 0 a 1 
I— y 6—« y-B 


和 这样, 在 2 二 9 处 , BE 5 =O EH Hd A-1109. Hd 
一 需 的 配 法 是 a,B8 ;YY; 力 根据 第 三 项 是 (1 一 Fa,yY 一 ;YY ;L). 
慌 两 午 相 等 后 就 得 到 了 一 个 等 式 , 这 个 等 址 就 是 (18.4)。 


izi=] -ll 


SH LEAK 


Wa JL fT EXC a G — 36 X2, 以 及 二 个 参数 a, 8, y, 由 前 节 
WAR ye Sim J aX Xe3ET ABS. 3H24ETRIPIEEAFBE JL TEA 
BS X. 


56 fES XX d JU feb us d 


(1) F(a, B; y: 2 dE 0 5 1 4ERSERTICIR 
Hio SL (11.6. 有 


# (a, 8; y; 0) = Y, (14.1) 
& (18.2), 3888 Re(y —a— 8) >0, MH 
Fla, B; yil) e - 1424 iy -a— B. (14.2) 


Tiy- iy 8) | 
如 果 Re(y—a— 8) 0, 312, - 8E (kuk ERAK AE ELE BS 
圭 部 据 大 家 所 熟知 的 车 果 , 是 


rE tB Y) /ya | 
Tiot (B) (1—2)Y74-4, 14.8) 


(2) HEBA  JESUGOR'BBNSORESEOGE SUB SSESURB PP 
HPRH, HAARAA IS BE IELTS Er JU for 11.6) 
Wu. HERPA IHARRA. Bj*eXHEu DAS (11.6), 
D VEO RE Rh aB REM, [81 OLPTRIUSETBUS OR UC 1 R 
EE Bn] SC PFE SR BE UE TBI] 23 SOROR €, 

1E(12.14) rh a| (1 —92) Ti = (1—82) 7^7 (1—82) = (1-85 757* 
—221(1—32) ^75 (GXIIC, 在 第 一 项 中 只 把 如 增加 了 工 ， 而 在 第 二 项 
rH: I eda «4-1,» —xa—1—y —a—l,B|Dy—y-F1,8—B-F-1), 
px Spa; e 

Fia, 8; yiz)—F(a, 8+1; y; 2) 


uU I Ereti iya) _ . .. 
DP (a0 F'Cy o) P'Cy F1) F(a FI,8--1l;y-tr1;z) 


É! 
F(a, B+1:; yiz — mia, B; y; 2) 


= GE, BHI; y+1; 25, (14.4) 


$14 几 个 公式 9r 
F(a--1, 8; y; 3) F(a, B; y; z) 
«P aF (eti, B4-1; ytl 2, (14.4) 
*X 53 (14.4) — (A 4) 51 
Fix--1, B; y: z) — Fia, B-4-1: y; z) 
. c :F(a--i, 8-1: yii), (14.0) 


Fo EAr 
(1—6)17 a (1—8)17* (178) = (1— 317971 g (A m s) =a 
(B Es AR, DEDI MR ao, B— B. yy — 1; 在 第 二 山中 施 
MES M a—2a-r-1,8-» iy —'y FE ELS HRSG Dy)— (y — My—1) 
RIPE 
Fia, B Y: “Z 了 Te 8; y —1; 2) 
aci 8; NM (14.8) 


ex 
再 如 果 分 ?了 一 ?十 RIDE 


F (n, By 2) —— Fs. Bivim 


n 


L e Fes fl 2), (14.7) 


A5 a HEBES BEN S 


F(a, 85 y F1; 2) = 78 Fla, B; y; 2) 


B p l;y liz 14.7 
yy 一 B (a, 如 十 yY + z), ( ) 


3 dus (14.44 3] 014.6) 892473 , BERE 
(y -a— D F(a, 8; yiz) - (y — 1) Fia, B; vy— 1; 2) 


— —aF (a, B; y; z) — s TE iati, 8-1; ytl; 2), 


aty HIE WILKA 
F(a, 8; ys) — Fia, B; y—L; z) 
zFQta-rFl1,8-1: ytd; 2, (14.8) 


op — 
yiyi) 
(8) RIAR MER F (12.11) 关于 > 微分 后 的 情形 。 
由 于 > 
(一 二 -4 Bs (ts), 
所 己 微 分 后 的 糊 果 ;就 是 在 积分 (12.14) pr aei, y— ay 
—a, Ë] yyt, 一 > 有 二 后 所 得 到 的 圭 果 ， 世 束 是 把 全 t 
大 了 8, TESEN IHAT Q0) Dy a) (GU y)EGy T1) 7 
PGia-r1)PCyT1-—a—1) 之 后 ,就 可 得 


S F(a,B; y;2) = Fal, 8+1;y+1l;2, (14.9) 
OBERE n 次 微分 ,就 得 
d" a uim — (G) (li is L. . . 
da Biyio 0. Fiatin, B-n;iy-n;z). (014.10) 
EMES JL fn] E REED RR REN EC UD ROG LPAR WE (14.9 X 
A388 (14.4) Do , BA 
Platl, B; 52) =F (a, Biyiz) L 2 -Z F(a, B; yi m 


2 d 2L | 
- (1 + x -£) Fia, Bi yu), (14.11) 


à) c? d 
dz x dz 


m 2 , n n 
m T (+ [2 JEER P (a, 8; y; D) 中 仅 
仅 a 3871 GE FPE, WEA o 与 8 的 地 位 , 则 得 到 也 ， 
EE ME B 增加 1 的 运算 子 。 
此 外 ,如 果 把 (14.8) 写 成 下 面 的 形式 : 


F(aB;y — 152) =F(a,B;y;) + TE F (asy) , (14.19) 


$14 JL Tom x 59 


| 2 d o 2Y d 
MARERE T-(1-— t) A uio 是 使 得 


F(a, B; y; 2 Bl y EDT 1 的 运算 子 。 
X Y HEEE > TEXJBRUXESE HERO IET. 30) BI 
F(y-B,y—aiyis)—(l—z)"^"*F(a, Bi yiz) 
E97: XI, p (14.9) LESE 


AYALA FOp1-B, yia y+1; 2) 


Líy-8)tv—a) (1—2)**97Yi1F(a, B; yl1, 2), 
Y 


ETE Es APERAS, TEER 
Fio, B; y+i; z) 


pe TS (1. 2) p 2) YF (a, 85y12)], 
nde SET 


e 
ü (y 8) (y —a) 
”= Bio au a— B (72) =]. (14.18) 


P =1—— -pt e(a) 


(oy Pd — PF "Y — (X in. 


[]— z) i~; MA ;Lü-29 (ray > a 1 


1 Ta -Tm d Yea J| — aj aTa- 
- zl *(1— z) sy d T (1 z) TH-MY x, ej. 
最 后 由 (1.18 E HY FEARR: 


qx) a 
T Tia, B; yim) = (x, 8; y; z) 


ta 4-135 
E T TF, Bi yin e= hla, BI ye). 
TURUL TRE ARES F 3h ani ERHE Cle, 8; ys 2, WAT 


60 se 33d $S Ju I Eq A 
BR E FE EMRA REAR, HAEG (a, Byz) 
fp rp. BrE sse EAR e, 8. y MEA, PAH O [240 
ay 8, y 增加 了 1 以 后 的 硬 数 的 关系 式 ， 具 有 和 前 面 所 说 的 不 同 
的 系数 。 

E AuBIIl.S)nmBu wu zU'F(xa—ym1,8-1:; 9 — y 3 2) 
Mz: G (a, B: y; m Bb, RJ 43 (14.9) XE 3e ut 


£ G (w, 8; y; z) = (1—y)G@Q(a+1, 8-13; y+l;2), (14.14) 


4i ox Note 04.9) rb i ex, 在 (04.14) RE y, 


(4) X "M 3815585 PRERE JU BJ pg 36 对 
于 1 XGEpPADVUSRACXMA TTE SEHI JU AX T 2 次 变换 有 用 的 公式 。 

JE s= F (a, B; viz) BUR JE SCRI Re (LE. 1) dh vp SEXE z, 
用 $—4z(1—2) 36 HE ?, h F (1—0 —(1—22?, dt Ari — 92 dz 
—4wv ]--tdz, 所 以 得 涧 了 


e| -2: +y- (a- - B-I-1) Ni VI I 9 一 ww 一 0， 
为 了 使 它 成 为 超 几 何方 程 , c-r A/1—2: 起 了 干扰 的 作用 , 所 以 非 
MAHE 2y 一 0 十 8 十 1 一 0 A. EH a= 2a, 8=2b Hf, yY =g 
HoH JAERITY X32368 w= F 2a., 25， lb i z) SK LJ 
td) S2 e jab T (a+b 0 42 abw. 0 (4.15) 
的 解 。 但 基 当 2-00] £—0 b BD F (Qa biati z) YE 
HUBS, FH ERNEST 1. dk EGER (14.15) 满足 这 个 条 
件 的 解 是 P (a, b; a-D-- 35 t), 由 于 它们 两 个 是 相等 的 ,所 以 得 


$14 A + 2 61 
HERR | 
F (2n ,2b;a-b ss) Fa, b; ath; 42(1 — 2)), (14.18) 
xe kr ea, 825,808 
B (a, 8, EEE; z) - e, Ë: steti, 4z (I -2)). 
(14.16) 
再 分 = - 1), TERILZIDG 3 (3 4) JACI SEE , RTA 


£ (o, a ere. g > 0-1) ) 


B; P ; 1— i) 


E a atl, a+8+i. | 
mrar (g ty 6E ac i). 


(14.17) 
又 如 果 不 用 (13.4) 而 使 用 (13.2), 则 有 
F (a, 8; $*8*1; La-1)) 


r(£-Et rc z), 


a É. l., 
ry e pr 


T ("EET Prou 
r(g)r(5) 


Vsr(28*1) 


egere e em 


-T 


— ge (E BTl gti, LT e) 


RETE 
bs 


63 ig 53 d JU TPJ Body 
/cpjat641 
2 /mT (EEEL) 


ue l 


a+] 8+1,3 


wwwB š —— a. n Tu L 


Li Bi, P), 04.18) 


$15 Jacobi Z x 


1. Jacobi JAR  RULGTEH ÉCHEC A e, 但 是 在 具体 
FSC px] ë rp Pr TER BR EC, TEM RUE PERDE MEG 28 
定 某 一些 特殊 的 个 。 作 为 这 种 例子 之 一 ,我 们 考 丰 Jacobi 多 项 式 。 

Em, 薇 们 在 $1 中 已 经 说 过 ,如 打 ac B RARA, 2. 
轻 几 何曾 煞 就 化 成 为 多项式 。 

HJ #(a,8; 3 人 对 oa 有 有 具有 对 称 性 ;所 以 可 忆 不 所 一 般 
性 :全 a-nn, 8—a+ n, n= 0, 1,2, .--., 这样 就 得 刹 了 下 面 的 多 
MA 
Fa, ys z) —F'(—n, atn; y; 2) — F'ia dn, —ni y; z) 

-Pr$i (一 了 
, nin —1)- - (n — k+l) (atn) (aen d 1) (xn FE—1),, 
b'Uyy-D-CycTÉ—101) —— : 
(15.1) 
这 个 多 该 式 叶 做 Jacobi n KEAR, AE atn k y 都 关 0, —1. 
", 一 外 十 工 

2. 积分 表示 与 微分 表示 “下面 求 (105.1) 的 积分 表示 。 最 刁 
利 的 方法 是 二 接 把 (12.21) 注 不 成 为 复 变 数 积 分, 季 ] 

Fa, y; 2) = F(ad-n, =n y; z) | 
AP nz (o z) tiem scm, 


AERA BHL SR BI 12.4 pRa 0 Is J m BcH — E ES us 
HHE MERT £—2 不 再 是 支点 ,所 芒 需 要 把 路 线 的 形状 略为 


£15 Jacobi rx 63 


改变 一 下 。 系 数 A, ERRARE., ARAE, ER 
WET O Lj > PEDARA FAO BJ IPL PS PAURA, EXPE FARS 
AIET EXTRAER TE BUIR fE RE 0—2zy K my >Ü 的 两 种 变化 。 因 此 
TUBE BUBE X Ex O PERERA S fE EAA E E A RU SAH H JT > 
1B eo IERA RRRA, — RRIERIS EI Bz 2E Bi 25 y. B 0 B AE, 
iri 53 — PESO $875 inp ec ioc BGPERIIPBESEQH o T AR HRA as 
JE TES z ABRAR EL — S 2E XC, An ETUGX T 2E Ze TE Dr Aa, 
imn S 13 SV RIEA SE. B3 2 dE 3X + [RI PS 
GU) SEPPIA TH JCSE REERUBS , X-T-AE HIP PE BS SE 4 S, 


根据 Goursat 定理 有 GOO =AL $752.00 — 二 ,于 是 得 到 


2w lc (Ff—2) "tl 
了 积分 的 值 等 于 -3 GOO), 因此 对 于 A, 的 计算 法, 可 以 用 下 
面 的 公式 求 得 | 
Fn (VY ;z) = Au (]1—2z)Y* T. [zit] —z)"7v*"| 
(15.2 
AHA -0 BF 7.(a,»:0) — 1, 就 得 到 了 A: 
A= Him pA grim [y Cr d) ytan DP 1: Gy), 
115.2") 
3. EZRA Mh (1.1) 得 到 Jacobi 过 项 式 a,Y :0 
Er TA JE BIR E 
silaw" [y (iaje Qro) w -, (15.8) 
"E AH ssp A p; 


d uaa dw] 
gP- ayen E Hnrai zwu, (5.8 


AE (16.85 IPIE w "33€; Za K Z. 就 有 


64 33 ENLA 
[zv Cb 2) F md mimaa (1-2) sY # = 0, 
[37 (1—2)*7Y*1 7 a Haataja 1 (1—2)*7* £,--0. 
Ayy us l Z. Z. ERA EE HHA Ra hg] — Ln T 
-[fhy! —ghf'1' Z J , 8 z= 0 34 2—=x 作 积 分 ,于 是 得 积分 公式 
m ma) —n(n-ra)] | gr oY f, (2) P ayda 
A) | 
SELD Z. F. UA, Rey>0. 18.4) 
这 样 ， 当 Rey>0, Re(a-y+I)>0, #H msn BF, H 
[0, IHP, Smia, y;im) 与 (o, y; zy DAR e 1(1—2)"7* 3E 
ZE, E 
Las Fidem |. fn (s 5) fs as ILL mi de 
=Ü, mén, Rey, Be(a— y--1) —0, (15.5) 
要 求 mn YE, BG (x)emrzrtt(bezxy*tv, REH 2 Sm 
"ER n AX EP DRAN 
Gem (g) = 


aa ieri" ip ag), 


AnJA e" (1—2)*7T AR, AA e" Ej Z. (0, y; z) WERA 


A 
[a d | AOL nt ayda 


- x. mU UH da (15.6) 


现在 对 积分 作 分 部 积分 ， 由 于 GO (Qm, Ga), 24 2=0 或 I 时 
图 数 和 仁和 都 是 等 ,所 以 精 果 有 


pem, Fadma | q 2 de da 0, (15.7) 


MA PAL 2*7 (072), f, E— ZG n FAAR 


8J5 Jacobi LAR 65 


BEZE. (二 .本 是 这 里 的 特殊 情形 。 
[Hk H (15.1) ABB. Z, F z" BUR DE 


(o qo pn), 485.9 
eS-C b Dar ) ) 


PXE, 2u XT (15.0) DARA, FEAR E (5.7), 4E TER i PG 3L 
Rey, Rela— y+ D) 2-0 B3 PE T EUR. F IH ya: 


L as Jal = | [ez 十 inn D X x] Fu (J — 2)" dz 


== (—1)* B Gn pr 


I 
Patim iy nt! P'Oy Mm) PO on yt) 
0T (xn) P (y Tn) P (ac 204-1) 


REA B WS Py Ek (1.12) 2 (2.14) BERBI F , 最 后 就 能 得 到 所 
期 符 的 正规 北 积分 公式 


L £a sJ =| fi, y; mymy-l(1l-— Ye 


一 十 下 
Fiati (ym) atn’ 


Rey, Relæa— y + 15 > O, (15.9) 

4. GRRE ERS HA WTL OD B eRERI—O0.1,oo, 
"tds RI LJ | Hi 2646 

íi—1—2:, tn — (15.10) 


iu PPIP br d, —1, oo, 这 柱 地 来 研究 问题 ,有 了 时 比较 使 
和 ,这 时 多 项 式 的 解 道 常 取 作 


6 etu dá IL faj PR E 


= M EL f. (utv +J], +1: =). 
'E Bris E Bia ak y t ia. T5.3) RE 
化 uil pL jt Pl dab | 
zia A Te 


-nin4- ptet i id 4)# T 07 w — ü, 
SEZI. DRH 


. f — j y? 
Me, 1n `, ; 
P ts ' om nl 


H 


EHTE] MU 


* n 1 
TEE XR 3 (15. 9) m3 
[Po 0n, Phone] 


1 ' 
=| Pr tm pues ige (]-5)Cl-rLatu,. jb. P 


Avril Printet intrei) 
| 12 md vd n!f'in--u4d- 54-1) 


Ü (m m). 


~ | f ^q TREE [ 1 epp EPET 


(4 — n), 


~ d 
zh 


I 
Pun. v) F+) -EUn p(n, ntu r-l; ptt; 


(15.11) 


1153.12; 


(35. 18) 


(153.1.) 


—1, 


(LB, 125) 


显然 P(e) 与 实数 在 n— 1l 以 下 的 多 项 式 都 成 立正 次 关 
系 。 这 种 形式 的 号 法 对 1 及 vy 具有 对 称 性 , 所 以 最 适宜 用 于 讨论 
= 的 情形 , 这 种 情形 的 多 项 式 叫 做 超 球 多 硕 式 。 作 为 它 的 特殊 


情形 ,还 包括 下 刻 一 芝 丙 数 。 
Gegenbauer Aci: 


x Civili Gn-F 2» 4- T) po 
C L i Er > (2L ES ' 


Legzencre 多 项 式 : 


P0 = PLO OD = (1,3, Ez 


(15.16) 


š 15 Jacobi FHR ET 
- X 47 
= Ë (n,n 1 ) (15.17) 


Lemerdre FS Ud 


Pun it. z): 2 d" I Pad) eF): 41 - D" spem 


IU yup 
PITE B . 
| I jm y ACEITE (E) 
= ([- mi. imas 
P yy, | lam! 
l—: 2 
xE ET m, m brol, mti; -— À. (15.18) 


lschebvseheff JH: 


i ——- ` n! F} er 
Ja £, (0, =: Lt. I E PIEI cy 


=F nini L; Df ([5.1985 


根据 (15.15), H FU sha EERE C 1, 十 ]) rh 4x91 YA 
(L—27)", 1.1, (1 —27) * ^ EAGLE, SH m oh m BP E. 26 XX 
Rk mn, REP POS. 15) 中 的 什 , tA ESTARIA T 246 
情形 
Ac P (Av d 3-1) EN 
E (atel Jat | Z (»- +3)| UE 


32 (qim) d _ "M 
mpi (as my 3 7 Gm m= 0. RUSO m), (15.20) 


V At arse s R ERA, RUE; 15.13) 482585 Pi” HIIR JE RIIA 
A JE 


a — 8831 t+) (It ¿= Ü. (15.21) 


68 Ig d Juj] gp xe 
ERAR E (11.1) 是 


—1 ] o0 r 1 co 
Pio 0 -a id-P.O 0 一》 y. 
一 --»p AJd-Z2rv4-1 | p v A2 d 
(15.22) 
XX US RR RB AJ RO ER US 2L. 


$ 16 JAER SEE JL TE 5: 


EPERRA tC RR HI "i PAS dU Jacobi 多 项 式 ,此 
外 ,还 有 其 他 能 表示 成 为 初等 醒 数 的 情形 。 先 举 儿 个 容易 确 队 的 
情形 ,有 下 面 的 儿 个 公式 。 

工 . 

F(a,B; Bo) = Sy t Dam Das (gos, 


(6. D 


! ~= 
FL, 1: : 2; 2) = $i TT a -== iog), (16.2) 


(16.4) 
itik 3IUH R TRMD, IH uy V1 Jg $8 hak £58 a 
HRJ, 2a 5 "ETE SES pi BBF, Au @ 


K (5 - T E. T F(i, 5 5: 1; 2), (16.5) 


816 HYRAT E UL eI adr 62 


EG») -| /1— sin $48 F(——4 :1: s). (16.6) 
2. Tschebyscheff DER EII w=cosr gk smri 为 一 般 
解 的 微分 方程 
dw , ao — 


中 ,分 Ecos 0 pit E I 26 8 Jp 82 OE TA 


= — (115a Ç 


dac 
d 


'ERS SEXES wo == eos (r e ; Sin (v cos 1) , [Hj 55— AH, 77 
程 (16.8) 是 在 方程 (15.21) 中 ,全 v — ., Av 而 得 到 的 , BEDA 
可 以 有 写法 


q=) 3 C £ —— T 209 = Ü. (15.8) 


Ü 


cos (u cos H) ` . pj O 


H siní(reos ib ^ 


P 2 V (16.9) 


JJ [HIR 7555 (0.1.2) CL. 10) IE eZ, HEAR — HEUS X CLA 177), 
SURE IZ T: 80 P T 352; Be 


T3) -F(v,-vigitui)-F(L.—L:ii-8), G6.10) 


CO) =r GA 3r (oes os; Lt) 


y üa-sip(itslow3 i=), (16.11) 
MHR Ahi Bimb w Æ £= 1 ADA CE ER DNE C E 
YEA a f ,就 能 得 到 


is. 83x — ER JU TJ qa du 
T(E = cos (r cos t) 
= [t+ I - yq iiv i-r)", (6.12) 
TACA -Sh lp Gog #1 
. Eleti Ji-By — (mi 1-—P)]. (16.13) 
T, 15 U, 4p -Aha ph 'Teehabyschetíf BiZx, 
YB Einar £-- coa B pb s.— in @, HEET 
P( - Tiri sin? 8) = eos vj —cos (r «m -ig ) ; (16.14: 


F Lre Lr,3, sin? g )— smvo _ 3 ein (v sin !s), (16.15) 


psn vs 
H p EER, Tschebyscheff HEOIR de cm meu c. 
而 成 为 Jacobi SHAN Gegenbauer 多 项 式 的 特 玖 情形 。 由 
(lb. 1) 38 "EE 


T. (a) = Z (0 1; 12), 
U, VIT Z (2,3, 152) (16. 16) 
(参照 (15.12), (35.19). 

9. Jf, FB — ÉETRDE HOT ORA RR PJ Y CIS, 特别 是 
Ea, 8, y BERAG T, AABAA, ae — tk AX A 
BReDMESR BJ Siapa i, MHARE L., 2. 或 Jacobi 多 项 起 的 情 
JT. 

e£ TS. JE. r9 (14. 160 A a=, fl T 1, Hi (16.1 f 

"(t Li ebd d - 2) Ft) = Q - 5-9 (16.17; 


Mo defl- -td PIO z EK e= U- w l-t), BIER f 


FS od) — Jy =” (= vA Y " (16.15) 


waka * J. a 


wi B F T 


Th À E ù 


- — +F} b = ¿x L 


$16 xdi ze ndr d e 71 


(2) 把 (16.14) Xt 0 252), Hi (14.9) + 


y , -_。 j l Ek it! 
pòit pe ES, sing je Sn d = sin) (16.19) 


2 72 pSPOSÉÜ > < lg ^7 


XX 086.15) iE HDE y Jub À puis ED TUAE dt 123; JE 


ind d 
T —1--323 28. neg 
LT sin Tina cos Q de? 
于 是 有 
(l+, i-r. l- aai 90870 — e (v uu. . 


(3) 在 (3, 和 pe gy m, dh (15.1) SEP Jacobi 45 iei RE S , 
BUS 


Fx,ym;vyPpe)—(ld—z:7*F|a,——m.7 T 


dno manti asab 


54x PK KE 数 


HIRIO, 0, p) 所 写 的 Laplace FIRRA TARER q 
its 2 AW 4 


= I = ' ] 
r or ty 0, 1) 
_ 1 2f gô) E. ! 
ng o9 5n 25) t sy aya (2) 


如 果 1 eE — px D rR gai: BEHRA, S EA SSPRIURH 
SU, Y -PY.,0,9), BY ,(0, o) BRE GE 

l4 vi biY.,.9).-0, (3) 

XXTOVPPEELETCUE S G 中 作为 Helmholir 再 程 或 BSchrüdinger Jr 

TER ER dc o Ede tee ES Fe Hr Bas fem. YO, p) 

An TEXRIBIBS Osc0- m, 0 p-2m BEM, BEBO Xt BOR 

HPE, HUE EDU p KIRMAS, EUKIN 4 Ec e JE E- 

整数 不 可 ， 下 外, ane A eos?—z, # (0.120 ME aR, DM 
YO, p) = wcap, so (s) sin up, Kx BL BU wl) WE 

Ex (1— 25) FR e roD — 42 ha, 0, (D 

TR OS E] NIMES TIE. IPSE, = AERE SÉ Sp m, 所 

LJ) Eg Ba MRA Y, nf ARRE ws cos 2) eos mg 3 

Wan C0 B) sim zo EJES FESR A. 


3 17 Legendre 夯 数 


i. Legendre Bj3X cfe (D Air s=, 期 委 Legendre Jpffit 


(42 EU _ 9, aa dpi» 4) = 0, 7.0 


517 Legendre WH% T3 
WL PD Sq a R. 只 要 在 (15.22) 中 介 r=0, 一 ËH "np, Bil 


Pa Ü O0 --r p Ú Ü -r ze j. ard 
O O0 r4 ^ Ü U rri 

dE'EBIESERRIERUEPSRER o1 BYE — T E RACER A 
7g 2— d RIEGO, TER. SPART C L0) 的 特殊 情形 ,所 
1223 21 Bp, 3 Wir Ki oo. 

企 上 一 个 解 中 的 常数 项 为 1， 这 种 解 时 做 [第 一 各) Logondro 
BE. LJE Pl. CER ULER RARE, Bp V) B (4141.3) 
有 n 
P) F(—», v1; 1; Li) 

oq EU D 1—3, iv»—Tirir4A-Dira2z)(1—zV 
s1- fO ED la (fie D oem (1-2) 


— - — ER —HÀ 


i'd! 3 2121 


wcESG-—Lri--D-r2)iv-4-3) (Ey + - 17.3) 


— — —  —ÓTÀM-—"H——n— X T 


ata! 

Ex A PL SEHI FERE, 

(19 Pasal = P,(?). 

(2) 2 p= ERS n EERST 0 (n0) Sb, P, (z) EA z 的 

k, 2 IB OK. WHH P. (z) 为 Legendre PIAN, 它 是 Jacobi X 
TA (或 起 球 多 项 式 } 的 特殊 情形 , 

(3) Pd) =1, 而 P,(—1) 25 » 这 是 整数 时 成 为 oo (参照 
(13.22), Wo F Eh (103.1), 358 » 0, ERA z— co BF, P, (z) — 
Qv D; [27D (T 155]127, 

4. (2) HIER PORRA RR RRE io JL fef Bd 
HARAR (02.15) 导出 , 但 是 用 (12.9) zoe se Ho P s WB E 


74 FAR Pk dd X 
一 些 。 由 于 它 是 用 O7. ^E S Bu. T EXE " 9) IB dy a —v, 
BG—rctl, yl, 1 P ; KEE EH C -> Aa, XA n] EA 
w (2) CES 
wi) =A |. ec Wu 

至 于 积分 电线 Ci, RERE E BS SY RE 

(-—20)"'* 

(i—2)"'* 
的 得 相 等 这样: (17 40 IDEAE D (017.1) SEE 5 2B Er d 
到 一 20 H A R, AnARdB C. WEES I Jm 
线 , FEZA D S a (RE 17.1), HAR HDE 8 
23 Y 2m4[ (e 4) — (1-2) ]., BLEUS REC In E EROS mahan 
REE AAE, argil) 与 avg (£--1) S& T- 0, HH [arg (— z) | 
«m, BUCIT.A) TE 2-1 AbREIE RBS. FF BC f 2J 


di, (1.3) 


(17 . 4!) 


! GT mr f 
aG oggy dor amiar, 


m = =r Em F 


uH 17.1 ¿EFI B 17.2 sH 
TATA 1, HA A'=. 2"; (224), POEME y Ple 的 积 
分 表示 ， BNAF 


1 LA) (0 -— -Le 
Bak 2'(f—z)fti 


ix A at Sehläfli mA. 


P) = dí, (17.95) 


$17 Legondro HiS 75 
te 07 pde El om, gius e LESER, 

7 (17.8) 

— 8 — g 一 多 

Ho rg ei] 7 6 as. 
Rep- TRA il 及 1=# 的 小 图 6 Eo. DERA 
两 点 的 线 自 所 万 的 图 形 , 灶 于 上 请 的 变换 , iX d EH 36 ph. =p s BIB 
ERRE D, HF er DB Y ACE 0 BON yk n he I: PS ^ [Bl , 
而 c: Bike T IK HP Zr B] ES oo kes Ry K: [B]. BY D' AXIS IBI 
VREE NI ERES RISE RBS TACRR PAUCOS IRSE. 于 是 ,这 时 积分 
(17.5) gk ne 7g 9 

Pell) _ s OD 


9-4 n ~ sf — 9s Li" 
APEERE ERA R D 可 以 收 藉 成 为 图 17.2 v hu PH BH 
£t D 而 让 影响 称 共 的 值 , D ABE 1-928 BRE 
s= 2 士 \/ S—1 EE IEERUHIBEE, AAEREN 
P. (z) = P240) 后， A DAE SE 


J ds 
P, Ò — o9 JB ALII. (47.8) 
3. Legendre Z5 如 上 是正 整数 n, 对 在 C WEAH 
BET fo —(0(^-—1)" Bus Es 22 4858 EH 22 se vB BJ Goursat 定理 


PO = gb uia, psa qme fo = D), 


Zr 


MA Rodrigues 了 公式 


P.G) d. 3 gir, (17.9) 


Aml dz" 
AARI 015.170) , 在 (05.14) hA imo —0, te fif 
到 GB BJ IE CUT.) 中 人 bacc), 3c Sk nii P.C) 能 起 
W PIBNI 2 2x26 TR T 


78 Hik £k ys d 


n1 


y š Zn — És 
PG) = ur AC D m g)! ° 
O1 S$. qe o Qa-—99)! "S 
DT 
(A) ! ng ER 1— 一 由 1 . 1 
M CE ( 2: 3 7239 7" ) (17.10) 
i k > n— Ü. L, P UT 时 , 
Py) =1, P,(2) =r, Ba) P.) P es, 
358 , 15 8B 
PAGG) — 2 UR 2 +, Ps Uz) - p e Sart 


Side F (17.8) BRAD DEEA? 27 THATA ER H 
算 , T bce nta D, TIAE h [E] E ATE $ D 
更 迟 合 适 些 。 因 为 更 在 ”是 正 基 数 BA DLAUDAIBDIBWU4EfESO R, 98 
么 治 者 大圆 所 作 的 积分 秆 近 贫 于 QUR TT, MA 8-0 是 极点 
inde kx, MAEHE 0-5 s WES LE, Mitet amawi 
E0, eitt a p TIAA s— 0 的 积分 ,这 个 积分 的 值 ， 对 于 
TAAK Glo m 1/ As —2s2--1, 根据 Goursat 定理 ， 


MS. TN 
T í g^ 1 l - 
— c (un :wm 4 ' 
P, (z) g (0)=— | | (47.11) 
TE fa l ak PE WJ H SE, En G (8) IN 在 8 二 0 邻近 上 共有 下 


Hy Taylor 展开 式 


、 l 人 -È 4 
(7 L8 | - ` -—,x=+=—— n 7 ESRB g^ = f t a s" li 12 
UU VZS £6 A e) 


fFHE dr Gs xizeGf—1|,88EM8] D (Quy RISE BITEDU SE 
Births SETERE. HER, OR js; o z+ K ACI | 时 , 根据 (07200) 的 
laurent EFFIN, pk dE EC Pe DR (LT 120 B3 E JT, Ek Bb Sp H 


&17 Legendre gai 了 7 


(4 (e) :一 i — e = 3 BS. . qi.19 
' Vi- 十 一 =U 
5 Š 


G(z) BE P. (2) Bude, SUBEN SHAA, ETE 
P ty w maa (8s— Lerendre 3&8, 

HHE PMA JLA P, z) PR ARER à 

(1) 首先 由 (17.10) 有 

Pi(C—2) = (— DAP, E, 

ép Cy P. (z) Je db eu, CR DG) JST EN RC, 

(2) Pamp (0) =Ü, 
(—1) T (2) 一 (一 本“ 工 37D… (2-1). 

Qu gg 1 ia 2 el 0: Dn 

(8) P,G) 1g —1 53 -- 1 Z IB FUE n TARRE EAS ATR 
RAHE — F (3 —1)" FOXEZCEEERECBI SE EG, DIRMA y š , 

(4) EZKARA., TARE Jacobi SHA — ^i rj Br 34:33] Pp 
Hb OU 


Pan (0) — 7 


VHD, (a) (n —0, Í, Ay - Ex [5] — Í — x Li *h x 
JEU AF238, X Pur) 与 a*(E —0, 1, 77, 名 一 了 ERA 
(5) H015.4) 8 e 
' p Pda ATPa (m) Pha) — P, (z) Ph G0) 
|. Py) P (ada 7 (n—m.) (各 二 十 二) . 
(6j 7.12 rhi 21, BJE 
l — 1 r 
ici 25 Pas , 
BPO) 851, P,C7- D -: (— D" GEX— odds BrSr ERES), 


4. f& ph Legendre 国 数 ”对 于 (17.4 的 第 二 个 解 ,还 是 用 
[17 .的 积分 表示 六 定义 上 比 喜 便 科 。 对 于 第 一 种 解 , 积 分 路 如 是 包 


(过 sas 球 gu Gm 


图 15g z 的 曲线 , 对 于 第 二 种 解 , 积 共 路线 可 以 用 轿 着 一 1 与 + 
BOE, 如» REER IA t= ti RER A ey 
的 支点 , 于 是 要 注意 乌 角 的 变化 。 一 般 ^ 
相当 于 超 几 何 夯 数 中 (12.19) WE, 36 É 
BOTEREARI MARAE —.. Ca DC Y ^ 
2 十 工 的 变化 , 取 象 图 由 的 ce 2 E HERE BT 

可 (图 好 .8) 。 REENA £— —1 图 17.3 
变动 时 , 幅 角 增加 了 2», iS (3 88838 £— -+ 工 变 动 时 ,本 角 碱 少 了 
Zov, 故此 相互 抵消 。 适 当选 择 了 再 数 4 后 ,各 从 


-一 二 EN t . 
Q.(3) =t 5 UD ai (17.14 


A4¿sinzm Je, Piin 
ASI XAR Lesendre M, 

Bm TRE iI Z t-- 1 的 幅 角 在 4 点 处 是 0， 双 # 一 # 的 
$279,254 通过 原点 时 ,就 等 王 z 8548 5, ETEA Q, (z) ,根据 其 
积分 表示 可 知 它 必 是 z dA. HA ti, oo 为 支点 (vdd 
ZEN. DI$SSEGL UR 十 1 与 co fgg ee doo ta e ope [r^ tz B Le uox 
时 以 有 |are(s—1) |e, 

= Re(r-+-1)>>0 if, EF (7.4 dna 

(I =g 91 / (1 gna 
zit —1 k HIRE O, e (17.14) 中 的 积分 可 能 用 连 兰 一 1 
D F 与 1 有 隐 实 积 分 来 表达 。 集 前 面 所 膏 的 把 积 
< ” 秀 路 线 变 形 使 之 息 为 图 17.4 中 的 形状 ,现在 
PE 17-4 H À 点 求 看 , Ges Enos F ts B hk, i—i 
的 幅 角 分 别 是 ri 及 — mi, T t 1 5590882228 E, EPIO — 1) 
的 值 在 线段 EP LRQS-—1-(40—10)e", fESE EF DB rib Ë —1 
—(1-—5)e77, 
^ IBI ERABUT H T 5-0 Tr Oey, 从 而 消失 。 于 是 由 


£17 Legendre pg | 19 


(17.14) # 
, eps gie [1 (1-— yr = 1 f (1—12)" 
D eR] aw Gor = a) apr 


好 得 到 了 了 


1 — F = 
Q.G egi. -— a Re(2+1)>0, (17.18) 


i (z— Du 


这 个 积分 对 2o +1 确实 对 数 式 地 发 散 。 

5 ponia REESE RE 00, Q. C) 可 用 Q, G) = lim Q) 
来 定义 。 由 于 这 时 (17.1 分 成 为 不 定形 ,所 以 户 接 在 (17.15) 中 代 
以 vn 部 可 。 这 时 ,积分 可 用 初等 画 数 求 岂 ,而 得 


_1. ?十 1 1 .+ 
Qo (2) 一 村 10g 二 了， Qi) 一 p: log z—1 , 


_ 1 . z+1 3... 
(Qa (2) UU Pla) log ——r > 


(ER (17.315 K 17.53). 
当 Be(» 4-1) —0, [z] > 1 Bp HL JST INI, WF (z — ty 73 
有 下 面 的 展开 公式 


pl n yt a J'í£pdam4-1) y 
— p. n—1 -— u == -i™ 一 -一 一 -一 一 一 .| 一 一 
(z— t) ma- v Z mi OFI) Y. 


TEXET GA YIN A (17.15) HEERA m= (825 2p hf, A 


+ | ET — I y p-} _ 1 
|. (1—4) di-l (1 — 8) "8 ds— Bív+1 p) 


P'O +1) T (+>) 
I (v +p +) 
S m = CAPERE .SOBULA ME 0, SCRE, RAE SOT E IRUBUR- 
后 ,就 得 到 了 Q.G) TEZGIR E E CBS E PE FC, BJ 


30 mr lt 球 最 d 


D(v2p-1) (p) 1 


Cz) =~ poi ON Z — ^ D 
is) zn TGp-DI (rp > 
oo Lætta 1 1 (vt) yt) 1, x 
- 元 和 二 人 下 wc (17.16) 
35 T (+) 


ABR 1.23), WT (29) - 2n (Gy r(q 7) / Va, Wm ex 
4E JE , RATE RUE RATRE FERE CS RA (11.6). B 


v--2p ” y p 12 1l 
Quz) = XE eU i ra io) PC a to) reta) B 
í ° $0D(p-l)rGe-DD(»-re) 


TG +) D, F(z ti r 


EM (p+ ) 2 2 


v 


+I; r +j 5) 


bw 


Yt 十 4 38 1 " 
T+ yay (aci tht eera) Qnm 

T8 HS JSE AE TG BIER p k q'ak KA EEGCBAI BB GR-T- DAZ 
有 海光 时)。 由 这 到 可 以 淖 到 ,和 车 是 Rezy> i, HUM co Hj, 
Q,(z) 27" ERF 0. FE po 正 整 数 ,， BU + Í gU 
FA SAH. ARR LA EA —1 与 1 RRES SE, AEEA 
Hif. Ar EARR, h Fo T(r- 1) 的 关系 而 使 


Q. G) Ky ESCAS, 这 时 仅 -了 sy 有 意义 。 


5. Legendre 画 数 所 满足 的 递 推 公式 ”现在 我 们 来 求 永 局 
KAHI Legendre 画 数 之 间 的 关系 式 , 为 了 这 个 目的 ,对 
1 ) 1 d ft 一 1*4 — 2t(i*—1)* u (1? — 1 b 5l 


- = —k. s.a. —— a — m 


v4d-ldt (t-z) —— (t—2)$ (gegi 


$17 Legendre gd 5i 
治 着 (7 A) pÜSEUFBHARGIECTHRUST, 出 于 左 动 等 于 0, 所 以 得 到 


(P -—1" É—i""; 
ü- 2 中 š . —2)* ba dit — b. Sy E, 


ABUNA ERATE 
2d US =) (3. T" 
JO: +I 


— gr 
BD wi Dr 
aj 2 tita 27 DLE ° 
KARRAR A Ex, ins -fapka1 2"+3z4, HEA (7.5), UH 
1 i3—1 
cli]. | OUI did-2FP, (2) — - Paal). (17.18) 
PRE TUE ROM z 微分 ,天 是 第 一 项 区 为 vPQUO , RRIF 
Poal) PG = (vt 1) P, 2). (17.19) 


如 果 把 积分 路 线 取 成 图 17.8 hiik, WAB Q, G) e 
PERJEL AE, HUBS AAJ EA NAXCPBEIOTOI 的 公式 。 
(2) 现在 推导 第 二 种 关系 。 分 


d nD’ (0-1)? El , 2000 —1)*7 
dé — (£—z)" (£—2)" de ETI (t— z)” 


并 第 二 项 由 的 i 写成 G-—2:-crT2,28 — IB rB 89 C Ea Q7—1) + 1, 
HER E L 222; 2”, mn 5 GL rB PERRO EEEERTETAZE RU 
orif El) y d (—-D' 

Ami Jo, A'(i-—z)" DE Je, {tgrt 
` E 2 p--1 
E ó Prem dt 
AUBOT.18)3e 928 — JBE: SF SUS BE AF33 P D B 25 XX 
(s -D Pa (2 — r HOP.) eP, i20, (17.20) 
HFA 有 同样 类 型 的 公式 。 
(3) (7.19) x (p+1) — Q7 .30) HERET Pan, E 


B r ER3X ht AAT 


RT mat E Um A 


Pial —2PL—vP,. (17.21) 
h 17.19 8945 (17.21 , EUCH 
PyaQ) — P, | (2) = Or Tb P, (11.22) 
接连 地 使 用 这 个 从 式 ,就 得 | 
Pic P. y = Grv—D Peat Qv - DE Pat 
+ (2p — An-— 1) P, usi. (17.22) 


把 (17.21) xz 与 在 (37.19) dfe v» —1 JG BERHISACORRUD, Dd 
RRE PL, 而 得 到 
(L—2)P,G) =p P,a) —zP.(G)). (17.28) 
这 个 公式 告诉 我 们 ,了 了 一 二 | 代 一 六 有 二 zz | 是 使 得 P, GO 的 次 数 
下 降 的 运算 子 。 
又 如 利用 (17.20) , 把 (17.28) 43589 Pr- (z) 加 以 换 写 , 划 


S 
(=: Ps = GE DG PL) F2P, 02), GT.24 
于 是 告诉 我 悄 ， 
PL a-2)5— wete] 


XR P, (2) 的 次 数 上 升 工 的 运算 子 . 因为 P O 的 次 数 ,由 于 人 
的 作用 下 降 1, 而 由 于 T 的 作用 又 上 升 工 而 惰 复 到 P, (2), H 


此 有 下 面 的 :关系 式 : 
(Hl) l u" —1 ^a do i. y d " 3 
Pf P) ja 2) £ zz HO 2) Ehrat P, 


= P, (2) ñ 
TB PEAR SR APA TOS SR EAH Ix 595556, BH 
T T P.G)-PGO. 


(e F 


AXTIARGRIXA bb RAE PVP ET. L., 


$17 Leserdro gar 85 


ñb 3k, Q,G) 其 有 和 与 Pii) RARASAN. Bi H To 
v KA QOO) XT OG, BI YKI B 2 AiD Yi E BH, 
48 ETE hv H3 Dri yi 5,8 , RE Za dor JH aW yE py k ERR G, 5 Qu 
AAR, da (17.16) TERR X 
lim vQ, x (2) = lim »P() =r (1) -1 


后 ,就 得 到 与 (17.30) Æ CET 28) 3824 Do 
Quiz) -zh 1 1=-0, (17.20) 
aQ; 1, (17.26) 
6. P,G) 与 Q,G) MR. AARRE ET. DR, 
E HLRUETSI— RIZ S, BIE Q, tir REI D 了,, d P, 

HIRDER D Q, JE ERAR, AA 
op, {DE ROIS AE OT, 
u E (1—27*) UP,Q—Q, PD). 


ju EMEA FZ A y iw at 2 e, 则 有 
P,(2) Quis) MAGT Pi, (2) = (17.297) 
为 了 确定 常数 6 BUWb. 420, IT » pam H (17.3), 


(15.1) E (LT 16) 就 有 , 当 2o IB, 
P,QG)—4'(2p—)n/ZpDPod21 j*, 


e, (2;—» A om P E 十 1) pe nw + $) aV f 


Bir 1a. 
— Ng fi2se1)(pq-1),92? 37 (54-1) P(v4- E). 


根据 了 DUBCIN AS fa yaki, AASP 一 条， 所 以 与 (17.27) 的 右边 


84 Piw R gu RW 
—-c/27 VOS, SERERE) c1, B 
P DEO - QuG)PLG) = (17.28) 


WAI F 007.24) 48. (17.27) HA Qe PL TRTS, 然后 再 全 rerl, 
mg 
P,G)Q. QD) — P. i (2)GQ i) - 1 >, (17.20) 
下 面 居 求 Q. (2) 的 表述 式 ， 汶 了 这 个 自 的 , 使 (17.27) BRA 
[P.C 二 ,然后 把 去 式 写 戚 
d(Q,., P.) /dz.- 1, L(1—27) P7], 
Ie EUBLZE , BIA 


eH J= pn 
Q, (2) = PU E (e _DíP.,. (bum BFERTE 


Hii v ROGER n, 省 意 Palt, 皇 用 部 分 分 式 将 惟 积 
HARRERA RENERT OO v 


QO FP oog ETF= ikae. (7.31) 5 


等 式 的 左边 当 soo WALLT 277. MEARE, BF Q. (z) 的 
AA LIBRY, MUEEN., DijSLDZEBTSD A BS 3N E SK 
W, (2 JEE n— 1 X BE is T> n , 

HUBER z= 士 AR, argi(zc-1);(—10) TR Ee (Bn 
z-m--40 处 ) 是 — =, 3E FEE BI z=z-—40 At) FE c, 48 (17.21) 5 
H5 


Q, let i0) > P, (z) logT 3-2 A p, ur) —W,a(a). (17.82) 


Auc ex a Eshu lerci BuTÉ Q (z) 的 值 , 通常 可 
EAE. EIC xS d SE N 6 EHI P. 成 定 于 的 那 一 部 
7r , iil 


O EFRA HEURE HUBS Chaka IR, 424 页 。 


& 18 辽 Lepoudre MA 85 
Q, Co) - >, (wm) log 了 二 Waata, (—1-21) 


作为 Q. r) 的 定义 。 
现在 把 (17.31) 代 大汉 (7.1) ,就 得 W. (z) 所 满足 的 概 分 方 


各 
- QUOS dH ， dP 
LI — y^ — — e 7 7 — H _ . 
L LH 4 = (1 ) 2 dz nini W-2 E (17.83) 
ti = 2 + 1 


把 Hui: 展 升 为 Mo, = > Gu P. ..s (2) 间伐 大 到 7 .33) 式 ， 
Zu 7.22), HERRA 也 [已 -二 (m 1) 一 (一 2 
—1) (v —2m) y Pasa, EET | 
ain (n4- 1) 一 (-- D)nVP, 4-27 ag(n(in--1) — in) (a —2)] 
Pug =H ne P, O + (2n —5) P, s), 
JEEP P. 的 系数 玉 决 定 e dn 


Wp Rd p. 


l:n 3. "m 一 - 1) 
(022—898. . +... 
"B. (n — 3) P. s, (17, 34) 


$18 了 Legendre Bgm 


1. HSER Legendre Mí 
方程 | 


-25) E E 2z Waly (l) 一 E spw O (18.1) 


Jee (17.1) 一 般 化 后 的 情形 , E D z = + 1 3 oc EB 
GRRR PERITE SOR IR xE Jy wa hk 0.—1) 4x — 4-0 (> +1) 
Æ -AD 十 站 十 vy 十 J) = 0 G = o), BrELSR £t a JE 


86 l iR CERO XK EM Mr 


+ i) ,—v,v-t-l(z-oo), EME. 3)45 t; (8.8) , HPR — hz 


HORREA ZZ 
+ 1 —1 c 
h H 
-5 — £ p+i 
1 -—1 co 
= (I — POP. 0 Ü 一 如 二 此 zr. (18.2) 
— j ~j v4d-udil 


SC r — e RHA Logendte HA., 


ARE w= (1—23) F wi (D, g (15.21) 对 比 , PUREXIBÉ o (z) 
ERIR, #E2ECIbD 22) 中 ， me" p—pb, Arua Je. LTEM 
了 了 了 所 满足 的 超 于 方程 


—z 5 - 2-12 ZU pBp)Qgru11)—0, (18.3) 


ARD ERVEERLE Pr. QUO, EPRE (2y -t 3) EB 
iE EK Mima Pig HR LH OR 
Au xg (18.2) Fp (17.2) HTE, 当 us BEERA m Hy, 根据 
(14.95 , e(2) J&(17.2) 88 a RA RR. E SRA SI EX BS (17.1) 
经 次 徽 俘 后 所 得 的 为 如 来 确定 。 现 在 对 (17.B) 及 (17.14) ETT 
i, 次 微分 ,得 
po 二 TotarD S (Wl) 


"T Tirti) Je  2*—z)r'*€9 


ge (a e OD TOrpiDI 全 一 
disinpm f(r4l) Jo (=g 


di , (18.4) 


di. (18.55 


BLEU RESITI, he EATA PIS ELI T 38 23 RJ 


TIT 


vial 


magih tH jti 


$18 EE Legendre E8  - 87 
i # s PH TA E| Pa UM 292 , Bj] 


Pim (ay 一 2 - Pa, 
(18.6) 


(+1) 
(z, m = Cn 
qs o) Wu pw; qu. 


最 后 , WARABI [1—22]2 9k [2— 117 ,就 得 到 (18.1) 
的 解 为 


PZU)--[1—2 | 2 poo (2) ; (18.1) 


Qi(z) == [2—1]? Qi? (2) . (18.8) 
这 两 个 两 数 P262) 与 Qu) 分 别 是 做 第 一 种 与 第 二 种 陪 
Legendre UE, » 时 做 实数 ,4 吓 做 位 数 。 我 们 草 定 [1 — 21 同时 
TARE -1E l-e, 34 1> |z] 时 ， 久 后 者 作为 定义 , 3 
引 > 工 时 以前 者 作为 定义 。 
虽然 上 面 是 在 n= 正 整数 的 假 识 下 导出 积分 表示 的 ， 可 是 对 
于 一 般 的 4, 问题 没有 什么 本 质 的 变化 ， 流 时 仅 须 在 (18.4) 中 把 
(1; ,4) 防 样 的 积 俘 路 厂 换 为 前 面 几 次 内 现 的 (2,1,2_1_) 这 样 的 
一 重 熙 环 路 ,着 除 以 系数 了 一 e2 拉 部 可 。 此 外, 这 个 醉 数 的 值 以 及 
(48 . 4) AYE , 38973] JE (18. 8) 的 解 的 值 依照 下 而 的 方式 答 出 


并 一 2 2 Pi(z)— Pi? (2) 


-rs e v; 1-a t35).  G8.9) 


最 后 一 个 等 式 可 以 容易 地 通过 代 换 (L -— 0/2250, (T+ D/2—1-5, 
(1—z)/2—z, fEH.IB (12.16) Ej (12.17) tem tHE e 
LFS. Rr EARR š RURS 


RS ti T sk H GE 


(2—1] 2 QEG) =P (2) 
NEUE Td Pocta E 
eet r(v-5 3 ) 


x PEt KHATI, 45. l). (18.10 
因 计 对 于 Q, (2) Papp Ab aB, 24. Re(r r-l) 0, HHH, 26 
HF E Dya es 0, 

WESEL, ER (18.40, (18.5), (18.9), (13.10) K (18.2) EE Y B 
PI) E QUO (z) RRE z= 1 Ik EEXE BUB CER JE = ERO , +P H. 
由 于 《18 .2) J& (18.9), FARE, 'E f 2-1 WS dr he E E od 
(z—1)7^ 相同 。 队 去 上 是 负 束 数 的 捕 形 ，(18.8) dE 2—1 你 的 下 
ROB, d (18.2) J& (11.2) ef ELE E 
I (r+ 4-1 


omm “l — o m el ell™ 


有 二 大 (二 


X F (vnl, h—r;ict5k t4). (18.11; 


335.3 1 EER mop, AET. 3) RO (1014.10) ERE m 次 微 
2r, HUFF 


Pi?) o EP) =F (v, 
i i ed A tk 
Am I'(m4-1) 
x (—v +m. pa lm; Lt) 
~ mr F{r+m+1, m — v; lpm; — š). 
(18.12) 


ATA FME (18.11 中 会 =m, Hr š ËJ 85 HE 2: — #r, p 


3J9 F Logandra dXX, S Rt SS Ert t 39 


P (zy 在 2 二 1 处 正则 (这 个 式 和 还 可 用 418.9) 导出 ， 即 在 
(18,9) ARREA HB ELCHE i amn, 就 能 来 用 人 8. 12) ,) TERK 
LA 


pentzy = Pt? (z) = Tu P,a. (18.13) 


XART 18.9) KGS. LL p, PEIE r-ri, 还 能 得 到 
Pe = Pu (2), 
$29 (2) | 


~ sin miy -p ue) 
pus ————À———Dp 
— Jn I (2) " c ib) 


9. AIAR EAn 08.4) & (8.5) 用 前 节 CD) (2) 中 
EHER E BALE , MEPE AT Pa QD PPT yak. "dan 8 
(1) 同样 的 积分 路 区 ,对 di (P — 1r t/qo27t9]/dt. 3E&— JE 
TAA E ARRA 

Quy —297 = aat OQ”, 8.15) 

用 与 (CO IBSVPERSTAZHRRRE XE d [tO —1)7/ (0 —2) n 7]/de PFP 

一 周 积 分 后 ,有 和 天 有 系 式 
(»--1— 1) Q2; — (Z2» - 1)240/? pT Q7, =0, (18.16) 

对 于 OP Arg SS SER. 

Ay HASSLE 和 —£48] 3 A — 21, XX PE DS Lerendre 
ER ABC DEE i i: AEN 

EHO R = whut AEG), (18.17) 


(18.13) 


及 
wl — Qo) 
(18,18) 


$19 RE Legendre Z xi XÉT AR ES 
在 陪 Lerendre Wah, 有 重要 实际 这 用 的 是 次 数 为 % 或 位 


90 $84 XX 球 型 A 
ZUESCERUMBA—RBQ IPpm—0m.'UEE Legendre Bá, 

L ARERR ”首先 取 2 —15 vilem, 
Hlela, R, A (18.1) 其 有 Pre 与 Qy (3) 以 
A P”) 与 Qy 必 ) BEARR, HERRES m 的 符号 变 
更 时 ,这 两 粗 解 相互 交 模 , BUfEBISR— RETIER m, 丙 者 间 的 夫 
Re TAAL 7) 55.11), m CIS. 7) ATF PZ G)E 


mea — 4 (m1) /z—1 z NM 了 一 多 


(19.1) 
317—218, (18.9) 对 于 Py” (2) Wa 3 2 


1 2 一] 


Yp— ři — —_ 一 过 (Mm). vo [TE 
Pa) 一 (^—1) ? Pp e (E72 


.1 — 2 
x F(v41,—v; mtl; s ) | q9.2 


于 是 得 科大 系 式 


-m( L AE A) pne, a 
P; (2) vmi PG). (19.3) 


同样 地 , 在 (18.10) 中 合 u= —m, 与 (11.7) pA u= m Jas dg 
形式 比较 ,能 得 到 同一 个 关系 式 。 双 如 果 对 [1-2] DL1—:2 2a E 
X ARES PHARE (1) BID, 

9. EXXGRGUSRAREDENRERJE 。 如 果 陪 Legendre BE i 
次 数 与 位 数 都 是 整数 , 旭 能 把 它 写 成 (1 — 22 2 x (多项式 ) 的 形 
状 。 对 于 位 数 相 同 的 陪 画 数 成 立 着 关系 式 


iH n 1 a” P (m) ci" P (m) 
L Lo mn " | O È | 
| PEOP Ed | usns SPD TPD go 


i 


(oem)! 2 s ,n=t 
(nm BT On jo; nag, 9-0 


3&— AARTE pr Jacobi XXI ELI BH EZ. ¿< 4 2 yÇ 0 Bë di 


$79 PR Legendre Est 5 RMR 91 
(19.8) East AA. Pn Pr" 变形 ， 然 后 利用 Rodrigues 公式 


Pro) O Ga dee di" (gh — p^ (19.5) 


2n! dani" 
Tb cERARARIRMIH OO. 
Xf (19.4), WRA 2E RANA n —008 9 变更 , FEA 0 RA 
aed XX Up TEE PIBRBSSIE 


| P? teos O Pr (cos 8) gn Bd = IL I O.  (19.4^) 


3. AHAJ HEERE MELA EHEZ PF 09 33K 
IIRS HVH Y (2, p) £3: TRH (8) Tr pn), HJ IS JJ 


Y,.(8, o) = P” (cos 0). mq Osmin (19.8) 


sin mep’ 
KERIA. HAS o 具有 周期 性 , M m REER, An 
果 DPT (cos 0) m Bg n p ERA S5, 由 SDA, 或 是 由 对 
Legendre HA m 22082] PH PFSI BJ 5  WGHe BH EI , 23 = =, Ép 
cos 0= —1 HF, P? 发 散 , Td gU n MERR, OUS nm 
WF, 35 (19.50, ig aS 0, BEEJ CIS. 6) dE Occo RO ps m 
hil 6d. TBDGELUES BR ERIBDALAUUHZX Xt, 9) 能 有 下 面 
的 历 开 形式 
FG. p) > A,.P,.(cos 8) + > > (A, COS mo 
| -BQ4,8n mg) Pr (cos 9). (19.7) _ 
STET aE ABI DDR 2 Aas A... Pus. 
kit F (19.4) EI K — FG BRA BIA UR 


ir 
| COR 19 COS pp dg = Tnn M, p: 0 
Ü 


—929m, “n p=0, (19.8) 


ET 
| sin PP Sin pu dup -= uapa 
~ Ü 


ge fA Xy g wu A 


把 (19.7) ARAK Pr in uo: 然后 对 单位 球面 (nb SE 
dS = sin 0 dO dg, 0x;9 x, Os p< 22) WAR, Hh (19.4) A 
(19.8) , sp SEA PEUT 

Á, 一 Ei FO, p) Pa cog gy as, 


dm (19.9) 


Ag. nti (n-m)! | m COR P ds 
B^ Uu (nm) 1) } Js 0) P2 (008 D sin mo. 


CREUSE P(0, p) XE p RIER A EH A YO, 9), ELS Gio 
Pr (cos 6)c03 p, PP (cos 6) sin mo Bie EEXUEr, TÆ? 90 FPE 
deni BELA, HRAS 0. EALA BAIA, SEX 
不 局 的 球 而 静 和 页 娄 了 0 9) AY (0, 9) RAER 


" A 


|! Y.,o)Y.(0, e)dS8-0, mn, — (19.10) 

4， 加 法 定理 ”更 在 考虑 三 个 单位 向 量 有 4, A,B, G B AR 
E pp BU Fee À 15 A Ba rS ARENREE(O. p) EGO! , p'y Pi T IFI ii 
hq fig dO. dul B Xy zd MEA 55 A 的 数量 入 ,区 得 

cos @ = eos 0 cos O + sin 0 gin 8! eos(p — 9^). 

| (19. 1b 

WEAR: AEA A' DpERSSST ER P. (eos O) 的 语 , 出 
Eien REPRIME mE E Y A, RU 
S TES SE O JE o BRR, HERJE OS.) 及 
(16.10) B DA RET BAUR SEE 图 19.1 

Picos & = 4, P, (cos d) 


B 


" 
+ M (A... cos qug H B, sin mop) Pr (eos g}. (19.12) 


ES Pes c] (19.115 $ XL BE 2X Ans Aans M ze ms hk a 与 p a [3 
dx c at 由 (19 . 9) * AF Aum 有 


$19 E Legendre 地 项 过 与 球面 调和 两 数 ea 
A — 2-1 (n—m)i 
Hg 8 um (m ya) 1 


x| | P,(eos @)P2(eog0)eos mp dS, (19.18) 


SER. A' PT LA RERE RA (O, p), IE RETE] 2 2 
ERI SRI EH 3X. Pa (cos 0) coa mo Xp 6 K o 的 展开 六 
P (cos 0^ eos mq = ag P, (eos 6) 


+ 5 (G,,, COS mab + 5,,, n amh PT (cos &) (19.14) 

GR XU R UK ba TA 及 p BEHAD. 
现在 介 9-0, BEDS 4 与 A — Br, iX EE, 等 式 的 左边 就 戌 为 
Picos eos mq JAABEGHCOE Pl1)= Ü, P; "j= = 0, MAULA fo, 
AIRS Y d= P; (eos g’) cosmo. 把 (19.14) RAE (19.18) 


A FFR Ri 9.8) 81 (39.9) , RA 


snti (n—m)! 
2m — (ndm)! 


A. de |" | I LP, (cos @)21 sin © dO dẹ 


_ AE | PT (cos ON cos mo! , 
[BEBE A 


A, — P, (cos 9), B, —2in—m)t 


(m +m)! 
JBXE PEAC- NAI CI9 12) HH$ 
P. (cos @ = P. (cos 0) P, (cos 0!) 


L2. hu m P? (cos 8) Pr (eos 0) cos (9 — ^) , (19.15) 
3X E NL pk BEC m E, GAME (019.8) Ff I hayt yK n 
P,(cos 9) = $ Pr (cos 8) P7" (cos G)e"t- v^. (19,15) 


这 里 的 了 MERRIE sin 0 Py (cosg), 


PT (cos B')sin mo, 


o XE roig JLART PETS 


$20 合流 型 超 几 何故 数 与 Whittaker Vir 
AE BS EL BREST a PE Der DET ES JU T8] 90275 f (9. 1) , Bi 


zy 一) -aw-0 (20.1) 
ERME SLBS PHA, ABSA ARA ES EINE, 我 们 


ic Š 9 pEi, JA (20.1) 可 以 由 超 儿 何方 程 及 FRA 2. 
HIL 8o 的 极限 而 得 到 , 这 里 z 一 0 JE— A4 IE RI] $E Pt, 2— co 
是 由 两 个 正则 青 异 点 台 流 后 所 产生 的 非 正 则 音 异 点 。 

此 外 ,利用 简单 的 变数 代 换 , 可 以 把 (20. 了 1) 写成 标准 形 , BU 
有 一 阶 导数 项 的 形状 。 蛋 迷 到 这 个 目的 ,只 村 分 必 一 esx Tu THE, 
勾 过 简单 的 计算 就 雍 得 到 所 满 是 的 浪 程 (网 (9.3)) 


Y E 
A — — £T 
d^u i J- 2 — FGD), o (20.2) 


dz? 
Ar a pM ds ?= 十 二 
就 能 将 方程 号 成 
l s 
人 (20,8) 


SXBUD TA 7: fU Whittaker 方程 。 

1. &it2HLBIREX :—0JEJDER(0 D BERI SEHE. 些 
处 的 指数 是 0 E; — y, FREA A T — 4 E gh CE 
SC JIARBRSRCRLAEXECEGK RUNE, B — TBS RECO Z3 P 55s 


$20 AEE HULER Whitaker did 96 
这 种 解 可 以 让 接地 算出 ， 也 可 以 在 超 几何 方程 的 解 中 , 以 万 代替 
:并 会 8B->oo 求 得 。 BORDER UBOE XL, REEL 

lim F(a,8:y; 5) 
TH. HrT 
x aB z L0 Lis AEHL} z 
F(a, B; Yi 2) dt Dy B 1.9 ORE "y 

ADE 6—9o bF, Eata F Bi BS 8: 


I . 
=] € 2 , ata T alat Í) OU L... IA 
Ww +y ii G1) Br Fe ( ) 


iX WWE Pu TE "Ton (a; "y 5 z) 1 by S M PHG Eia; Ys z) ^ "e nir 
Ew Er oic 7E ie JL fo] RET 
ATERRO L y BUSCLTB.BOOLO)AN 
w= TE (a—-y--1; 2— y: z) 
1 yta z (A ytoa)y(2— y+e) z? ep (20.5) 


2—y 1: (2—3) (8— y) 2! 

$35 (20.4) 55 (20. DE -F— BP IRB z DC SK BS. 

对 于 一 般 的 ?7，020 . 币 与 (20.5) JE PA 38 or SE, BM 
7 一 0 或 是 > 一 整数 时 便 不 民 , 和 而 且 当 y =: 1 BFIXCES THESE S £k 
当 站 是 大 于 或 等 于 2 的 整数 时 , w 将 上 失去 意 尽 ,同样 班 当 y 是 负 
AW kaa O BJ, w 将 失去 音 忌 。 所 以 在 这 些 情形 中 都 圳 要 用 别 的 
AF E ALI Frobenius 的 方法 ,作成 舍 有 对 数 项 的 第 二 个 和解 。 一 
TAE (20. 1) rB p aem zh 7ul, Rb ae! SE 223 (020.1) FL SERO hg 
1342-7; $65, AERA y ya dREJS X; 2— y 与 1 一 y 十 a, pistfü 
BIEN y=0 或 是 y= 人 整数 的 和 情形 轨 车 为 y= 正 整 数 的 情形 ;所 
HORRA yz 1525 32. 

Hse y= 1, (7.8) magi fn, ST O.A 与 
(20.4) 后 , WA FIHIBS S E; (Qi af Pl Rek H) SU 


sO S O Wa D iim JUN Easy 
fe, M) = Y! al, 
r= K) 
其 中 
a (3) =. Ga-- i) (ai - e - 1) (ai mm — 1) [CE H- 1) (L 1 1) 
c0 (LEM aen y M uYXy eH) 20.6) 
ma L, 
TEX Aha a DE ST [AR s=, y =1, WA 
ze Jy = N! a, (0)2" -H F'(a;1:2z)Iog z, 
n-—1 


> H G 
al(Q) | A.N 1 23 
a, (0) =| log aniy) | eo Ei WEE rej): 
a, (0) -aati TE: tazi) 


(n1)? 
BEI Cy-—1mpXESRBBITEE2.(651;2). En 


F,(a;1; v) =F (a; 1; g g JAED Ro 


n--1L 1 o " " 
{2 zt imb . 0.6) 


AE y mor 1 (m ERRO 的 情形 , WRM u= l1— y 六 —m, 
RARR A 3 892 BH RS EH 0, 因此 我 们 染 FFE 
了 到 一 个 比较 复杂 的 常数 项 : 

(pH 1) (sr 2) --- Ca 3-2) 

(15 -i- 5) (al) + Quo Ta Fm i) ° 
FE f, um), AERA p= m, RISE S 


Plam ls =F taimd-1:21lomz 


Golm) =- 


—(— 1l)"m1 > Supe )2 


= (z — 1) (a2) (a mm n; 
二 Di 1 d 2. T) EJ 


ac) ml imt) (Qn) ath mti $ 


EU d mEBe ES. VY nittaker psy 日 了 
国 为 对 应 于 指数 一 y= 一 AAA z—0 hF «mr WIE 
SPA. BLEU J^ASETERE OR FRIA. log 2. Jti, mita x 
AT 1 3 m ZEREA 0, BRE A UU SUL Bg B 32. iX BF, 可 在 
(20.5) ra A 1--» = — m, PEERAA E. 
(—m-D(—m-Eio--1)-(-ml-n-1) 4 


— n — — n —— pe qm 


(—25--1)(—m-F2): (—m-4-n)à! 
A Ape AE: — JR Bg ZH HB BEER, m — m. Bgsl(nzem) 3] 2. tU 
EPEHA m —m (ESE m +1<0, —m4Ir-2—1:0),. 从 前 
A ELUETTCIHAR , RR Uo uf E18 H] (20.50 作为 方程 的 第 二 个 般 。 这 
FHR EHIH TT $ 7 wx -— RBSJESB 4-0 Bm, 

9. Whittaker 西数 。” 当 微分 方程 是 Whittaker fo MEJE JE RR 
(20.3) 时 ,在 两 个 独立 解 (20.4) 与 (90.5) 中 会 a 二 一 x 十 L, 
y=2u-+l HERD C 222 BDE 

M, oz Fn»; 20--1;2) — 20.8) 
13, f 5) — fü 
— gu -F "f Í - 1 4 
M, v zi e F(u; —2 l; z}. (20.9) 


在 下 一 节 (S 215 mitis ue, uC iki 
WJAl 3 RAF: 2-20 时 的 性 盾 , 我们 取 (20.8) 与 (20.9) BIS PE Sl 
tr W,,,0) JEREBUR, W. (2) 的 定义 是 


TE nz) 7 (Ere i) 
rex 
/"20.10) 
x d EEG IER Wr, ,) mW, 0G), Ph ED TERA Be 3 Ab 
H M F HEE p AREIRES — TOO r8g ER. TH Sr P. S 


@ tasmy Whitaker Hi. —— BES W: 


o8 ME 6x 合流 型 看 几何 夯 数 


E (20.3) 的 形状 可 知 , 变 更 # 与 2 的 管 导 时 方程 本 喘 不 变 , 竹 章 汶 
这 个 事实 以 后 职能 号 出 三 程 的 第 二 个 解 为 太 -ak 一 为。 


$91 积分 表示 


E BII—- p Vh ELSE RE T x8 JU TREGUA 73 T8 TET EGILPES RI AE 
IPARREA TUER, TAERE KE oo, BEI 
对 ?| 任意 天 的 储 都 能 使 用, dH h TARR |z! 外 当天 时 ， 收 笋 
TE, 所 以 用 航 数 的 形式 来 简捷 地 研究 解 在 z=cc 近 傍 的 性 态 
是 个 适当 的 。 蒂 启 话 的 亚 文 可 以 用 下 面 的 例子 丽 明 ,和 警 如 , 林 投 分 


EL 
de u 
da $4070 
RBIIASRERDS T 025 
=I +z 2 十 -和 十 
p = o tar t. 
a 站 


1 z 
oo 


HZA I Sk kapu; TK, 就 知道 当 2o 时 , 解 妈 的 灾 化 情形 就 是 
e" 的 变化 情形 ,和 解 ws 的 情形 就 是 ec BUS. ARTEM ST 3G 
的 超 几 何方 程 ,加 不 能 有 这 种 类 从 的 简单 事实 。 

要 凋落 盘 在 世 色 评定 区 区 域 中 全局 的 性 质 I HEERAF 25 258 JE 
BEF ETARDA pE, WT EMES12rBÁÀ (Bag LTTES 
SCIRE RIB A E pira Bg SE IET ER sS Pri SER a BL 
象 下 面 的 例题 那样 ,对 微分 方程 的 解 用 定 积分 的 形式 求 出 ,这 与 以 
前 度 过 的 方法 此 较 起 来 显 煞 是 一 种 新 的 导出 的 方法 。 

Au RITE (20 . 1) FEGHDEE TRAE z 的 一 葡 式 的 微分 方程 , 假 
定 解 在 s 平面 上 有 具有 如 下 形状 

w= [. fla) ewds, (21.1) 


+ ` 


Pl TH ZF R “ñ ea 
BEC f (s) 与 积分 路 名 O 是 可 以 适 当选 择 的 。 招 (21.1) ARER 
导 画 数 
Waf funds, D | f(s)serds, 
CA BEA I B (20.1) AH RAR 


LEN d^w -- dw _ (2l. 
L [so | = 2 " b (y 2). Oto 21.2) 


A. Sb 
Liw] |t?) 2 (ys —a) 1f (s) efus, (91.3) 

Ap Y HERE UR CBS KN: z, aputra ARA, 
Liw] —28(s— 1)f (s) es , 


| Ft Gs) FG) etds, (21.4) 


Ar Y dRRRSRERRRUAY 0, 我 们 可以 这 冬 的 选择 f (s), DES 
EH 


E - (60.8) (0) -+ (ys—a)f (9) =0, (21.8) 


TFEROATEHEZCHUBU ETHER C EIEE C. BJ PH Wa AE, s(L— 3) (3) e" 
对 一 切 的 有 相等 的 值 , 故 吃 , SrAn S Elit C 选择 为 Riemann 25 
面 -上 的 一 条 责 合 曲线 印 可 。 | 

BHA fe (21.5), i A k: y EE, BU BE B. A GERA 
Tea sAr Td- Arm, FEL DRA 


u= AJ. gr (1 gym gens (21.6) 
DRE HERES B3 48 TEE 
s*Cl—3)"7*e* 15 = 0; (21.7) 


24 Rea, Re(y—0)7-0 BFF, BERGE L1. 7) HERB BEER D 


100 HAR GIREN [IE 


rh 03 1 PASE, WTE TRARRE , AE: z== 0 Bf 26 =-1 
这 个 条 件 决 定 积分 常数 4, TERRA S TB 1 Bu M SMokk PH X 
MB (20.1) AAE EAR a e F yi), NEAS Y 
ER EE F : 
F(a; y;2) = Tr 
(Rea0, Raty- 70), (91.8) 
事实 上 ,如 果 把 e*' ARARE, SERA ERHAN, 
PA A RM XE (20.4) X, 
在 不 满足 Re a7 0, ltely 一 0 20 的 情形 ,使 用 第 4 EBORE p 
B BR MAS BH Dj. Enin A 2.3 所 示 的 , hAm F 0 53 1 
IBU A HR, FETE A 处 有 args 一 0 及 arg (1—s) —0, 分 
HEHA REPRE 0 与 1 XS JEBUUSEE, pu H (2.0) , SE: z--0 
时 名 二 BS RUDE E Sr, 就 得 


l. O. 1 PG) 
P (45 Y 5 2) == g e Pria (1— 于 了 《YY 一 


j qr (d — syra aa ds, 


(15,04, 1.,0.) 
. f s" Tl] — a) ies (21.95 


习题 1 WE LARR RRDA (12.15) 用 投了 版 法 导出 (31.9) 。 
习题 8 Hy EEA E FARAR: 


Payo) 7 TD a11 m syy-s-1essda, (21.10) 
udi (1-— entin (n) — a) CT 


ATER PFL. DRAR O, BRT LAA, 
WARA TERRE, B iE Re zg) — —oo 8g i 
R3 Jc FEEcxoa rx, R E ie SN Je e CAT 2 AT PEE SC E s 
BJE Ci, RA G, Jonita], BERA 1 IE DE ni — 751865 du 
dX Ca HIÉEUGLSPELAEER RR. TB ERRARE 0,1, oo Xr rH 
f ERE, Bp LS ZRLEHLAPS AR E 33 5 t ECIAM 3. JE, RAI 


$21 98i 53e F. 101 


Bx C, J£ (Q, 5 (0, 1) WAZA a Wi Jy A R B (321.1). 
HLR TE A RBH arma = Ü A 
arg (1 一 8} = 0. WIEHE, BEES EXE 
Axes: BHEE arg z= 6, FASTA ASA E 
£& O 5 Oa, arg e JJ t arg (d-s) 的 变 


ftr: mE 21.1 
C, C, 
arm s — sz — Gt — Ü az — fa o 
arp(Ll—s)  —0--—9 — 6: »2m — B 
ERE, ITOR 一 与 -所 8 zx, FFA- TEREI 


RREA 21.1 rpg Hh 0A R AEGRO 0<0 hr, Oa 
HEADS 13831 5—0, — Ehi. DAL A TEAR 
RFEA Weg Re (za) > —oo, Br P) D NS r avg s— tar 
的 方向 , 但 基 我 们 要 注意 , HZD A A ti, Hz ñ BS ü D Ar 
于 这 个 方向 的 士 可 之 多 ,然后 在 这 个 范围 中 人 尾 取 一 个 方向 


BH EJ, 
29 Y IBID AC ORC A , p LIT (21.9) 的 积分 路 米 象 
FIBISETEIREISEJE , 如 图 21.2 所 示 , 把 介 于 0 与 1 之 关 的 积分 路 


图 21.2 图 21.3 


HEEE, 然后 灌 关 arg s—c— 0 A mIRE EJ BR. xm Ab. SAPE, 
(91 .分 中 的 积分 路 六 就 成 为 图 21.9 中 的 四 条 上 曲线, O', C7, CU, 


10: BoR AWAL EDGE 
CU. dYPBÁELASS, args ELA arg(1—5) baei E T de 
Br: 
e" O” OQ Qn 

Arg s a — —w —0—8m—60—3m—0—m-—8 

arg (ls —90.2x—0-—2m-0— —0 —-—g 
B ik CINES 0 完全 一 致 ,而 沿 普 0" 的 积分 ,等 于 钠 向 沿 着 
Oa 的 积分 于 以 e?7 ^, "PUR 


| " | =G— | , (21.11) 
C 6 C. 
HERRA 
| 十 | _ (e3*fY — gamion | ， . (21 123 
e" p ' P 
这 样 ,我 们 分 
^ 2 iy) | 3—1 un 下 一 让 一 了 .or 
Galei yiz) = — 一 TO. (1-—3)v-24—16*f3g. 
(21.13) 
+ mjt L- A M: ) | — —ü-1] 2r .! 
Ga (a3 Y 3 g) = anc rore. 8" (1—8)' "72e" ds, 
(21.14) 
pi (21.11), (21.12) E (21.9) , perri 
FQ y; 2) 1. (8i (a; y;2) +G, (a; yiz)), 
— <a < P. (21.15) 


(21.13) £3 (21.14) Ju TB] (5; y; 2) 一 样 , 都 是 合流 型 微分 方程 的 
HE. HASE ZAME JLA EZG HA Ga 与 Gs 之 问 具有 非常 简单 的 
关系。 如 在 Ga BEL 1—4 HH 3 作为 积分 变数 , 则 有 


. n _ — á I g 
Ga (ia; pA 区 二 g g iau) DENTS r > mpe e 


0, 
<| ma-026-7, 
J oam +T 


832 Whittaker gait I3Wi Jt BET 103 


这 里 的 积 从 路线, 是 由 方向 arg t= — 0 Boo px H E: AE TEES O Ji 
$8 — JA BS MEER , HE3EL z 代 成 —2— 672 后 ,这 和 路 线 就 与 以 完全 机 
H ZF, Glay Rüya Y etGa(y —aiyie 70) ,简单 地 计算 
了 系数 之 后 ,就 能 够 得 到 下 而 的 公式 : 


(el yig) =e Wet (y a; yi e 7), 


— Z Car 7 T, (21.10) 
2 Z 
一 般 G4 H Fa A-E e E A RR E 
GT m - A 
习题 TE < t BIER F HA 
Fia; yi 274 46 (a; y; 2) - GS las vy; z) by (21.17) 
"ERR M OX OH "T 
(r, (G; y; 2) = e Parto (ai yi 2),  —- y cürga = = :2 .TS) 
Gala; y; 2) = eT iy ny; 62). ~ SE carg? < T. al. 19) 


$99 Whittaker H4 55 WR BEJT x 


Riia F Gio; y; d 关 [z| 相当 大 时 的 情形 ,在 积分 表 
x (21.18) he s= 一 t 而 把 积分 变数 s 2E EE, 并 上 且 为 了 容易 看 


出 相 角 的 变化 ,我 们 写 咸 ;一 。-“ -—, ng 
g% ldg = p Tiag ne lq, 
TRAAT “F y sÇ 


1 po 
(3 š : — 十 EN + (>) —tt 
i (a5 y $9) isin ma Piro-ay 


(k. £ y— g~] 
人 


这 时 RATRE, argi ih 0 变 到 2r org(1-- 1) 由 一 9 还 原 
成 -9. 


104 AEA ArT JU TB Ia Sr 
X TPR A lz BARI, GZ, (e; y; 2 Sa yi , JF pJ EJ xr 
(14) ^ Bk 作 了 过 展开 ,而 有 


MATT- &ecg n. 


IUEPLA (O02. 0 E BLEFTZETRUBUX , 使 用 二 图 数 的 公式 (2.3)， 
PEFFE T 


Go 
. > POETS m) 2 
29 sea Q- wo] + È- 1) s dfe -yt Ds, =n 
ec»] cgct, n2 
xx Hi &,, £a (a 1) (3-2) -- (adim — 1) 一 DEED 


Ta) 
^4 12| MARAA (22.2 FR G. (a; y; 2) RAR 
RAE., APA o (z Y) Held Y 25 zoo INE, I zY 38 De 
ATOS, HB Xen CBE SR N WE oo , SERTARE 
ERU, PVE 22 -区 的 各 数 实际 是 某 一 各 澳 近 展开 式 。 这 旦 大 凡 
得 到 了 发 艇 胡 数 的 原因 ， RAJAR (+É) pr, Ki 
是 多 大 ; 当 上 昌 取 成 相当 大 时 ， — — 故此 导出 
THENE, 
F Gala y; 2) ARERIA, HUEJ (21.16) rh (22.2) 
ET Ea 
` N — 
Galas y; e EOD. er [+ $ cone 9s 
Nm 
(7$ 


3 


+(e) |, Larp ze Fo (22.3) 


8 29 Whittaker gifs Wit E P 105 

18464 (22.2): (22.5) BEES Y BZ, 24 ceco Hj, G, BUR 2Z E 
SEITH 207. WI Ga PPJ AMALLT HS et Y. MAAT 
EH IAS dE, EUR Z (G y; 2) PH3W024 BJ as. 

IEAk, 4 JH (22,2) Ey (22. 8) XR RB SE Sk Whittaker [EE BS MIA 
BIA. FÆR MeO 中 的 六 ,把 F 的 高 近 展 开 的 初 项 代 人 ， 
WA 
ate more | T (2, +- 1) UTE 


Mi. (zy e 52? r+ - i) 


. E (An d- T) 一 
tT d 


' 1 
mi (i) 


— — 


=r (2p HE E 2n 


ned) 


——À hen 
D(u- A +) | 


— y argu 2m (22.4) 


( -一 í | : _ | _ 由 
|. Tim _ M uu ~ — QU (u—2-1) eon 


e Ex etat 
sin2xj (n — x i) Tp -- ly ü 
Eo BEY OA E z bA, NITIDIS SES (O.T0) RE W Lu (z) 
时 , TARSAR R HR3H. E 下 sz) 的 癌 近 展开 的 主 项 与 
e 32 碟 比 例 ,比例 能 数 是 


106 £553 Akm JLIP EET 


fosati to" 077 D canat CD 


sina 
q'E'EBDKIMEpsiE1,BELELE AY @ 
Wu (2) — e xu (29. 5) 
方程 (20. 2 的 两 个 解 , SUB Y G4 与 G. 后 , TAMA E 
e Ze “t Q, (a z i 2-1; z | 
E PUE TE x +; 2u 2-1; z), 


IH: EA 89NRIRJE GS LBK ean, EAW uua Q2) 4 SE 3803838; H: 

p]. APR EAEE ET AAE tB ORE 

| 1 

£ + d 

woo tet»), 
2P (9-1) 


x Gu x zu tl; i), larg z|«ax, (22.6) 


$23 JL + Z x 

TENTE qJ — b ei TL T| En bz scr , E H3 dai JL 4e] Pq c 12 
MAILT IIR (E, p t oL, 8 如， 
然后 合 8 一 co， 就 能 直接 导出 合流 型 超 JU EJ PRÉC BH X ME BS Zx 
Xs 
党 如 与 人 4. D HMA TRES 8 REAA: 

yt (a; yip — (y—a)F (a; y+1; 2) 

—afia-4d-1:y-r1;2)--0, (28.1) 

公式 的 证 法 自 朋 ，, 

下面 列举 几 个 重要 的 公式 。 

(D TEOS.S)RpLz/8 CR zo 


$24 Laguerre FAG Laguorre X38 4 107 


rla Bii) Q-z) From 85 § /G3 1). 


HTAA, EME 
Fia yi g) = erf'(y- ayy —2), (28.2) 
APIS ual BE h (21.8) BE (21.9) HIC s= 1t fE 
(20 微分 公式 对 于 墟 几何 画 数 的 微 苏 公 汇 14.9， 


478; F(a, B; Z; 377 F(a--1, B+1; y+Í; >). 


d ; Qoae 
qu Se y 5 = Fiuuxd-1;vyr1:2), (23.25) 


MR XX T yI, BUEIZEFAORBGAERECBEJEALESTUCBPEGUT kr 51, 
(8) WERA OT Fia; yin Ba A y, WEE a H 
(oe CY) 
3 | Rus T, 4 s T, £ HY EBENE HB F: 


(cw) 
T - 1 -- d 1 - La l) c [se 
dz ü z 
LLL LLL o ec ` _ 1 $o.UcLl—'"y — $ a 
o -it 1 da^ u — y ° dz Le = 
UT E ^ d = ^ . cl 4 
r a—7Y (a t)- 人 一 da Le 
= a- - d _ 1 2 d -l z 
£ = LE ds y-i? dz | 2? (223.4) 
B RRP LLPEICHB 68 FH: 3A IB SC aJ FII Fe shu T, 
b 
T1 (7? 
Up p. YEL Y oq. Y py 


$24 Laguerre 方程 与 Laguerre £3 = 
1. Laguerre 方程 ”在 $1 所 述说 的 合流 型 方程 的 特殊 情形 


105 EAE Cages TU Atai 
中, 最 简单 的 一 种 就 是 y 工交 情形 。 这 时 ,通常 把 < ROS — vv 
iH 3s Pierig Jaguerre 方程 : 


o ČU V (Lu € eus. (24 . T) 
d; dz 

ER 5E 
L,(2)—1'G--1)EÀ6-r;1;az) (94 .2) 


Rift Laguerre B3 (59 — TATAR (20.67), 
AJ (24.1) Bf 1 m 次 微分 后 ,得 


nil dap 
i MM. — + (m 4-1—: z) Ter tm) O (24.3) 


dz" ^ 
由 kap ai 


L (2) = f 
p) i Dn Trt DF tm mF 1; 
1-2: m 
(—4)" E wl] 


F (— p tm, mtl 25 (94. 4) 


-— mae — 


二 (p --m--1) 
mt- Pri as Maguerre AA 


- 2) SE t w mau —0 (24.8) 


"ls 


MB BZ Laguorre 方程 显然 就 是 在 方程 (20.1) rh, 4 y mH 
(ng ac -rtm 的 和 情形， 西数 LUSOURHEREX Laguerre 西数 二。 
9. Laguerre $A rpt LHH, r Ah T m t 


@ RER Tre pik, 1 


Piute mota lesz sA p 
Faa (e) = Tä (P: "ud hp aii) 28.6) 
[EJy— HEB Daguerre WA gne e; ú RO RSgEr.B]trse est ity E 
Apr. MARMER, —EGHPESGNAGRTEIEMBHi. (4.528 
X BIZ B MERERHaOmASRNECRX. MEW AR. HG ER i pii, UE 
18328 (24.60 xd Cv Sonine igi. Pu fE 5802, 
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St. ËI p =n D> m. chy. ABIIT FQ; y; 2 th a ERE C Tnm) 
SREE, JA mi (24.2) 53 (24.4) RIESA BRIB EX, LE, Tiri (n — 0) 
KSH. AAR JLA RRHH A Jacobi 多 项 式 的 情形 完 
下 一 致 。 

Sb: Laguerre HAr (2+4.2y:B . gr p= =n, 由 (30.4) 就 得 到 
了 名 次 的 3 项 式 


uw 1»- Et pepe iE -P an | (94, 7) 


一 人 ——— ... 


XX pr Rz et Laguerre 多 项 式 。 
Fi EJL 4-D3] ,如 对 一 0, 工 ,2 SUBE 
lo(2)—1, Lala 一 工 一 32， L.(z):-2-—4z-2, 
J g(2) —6—182--92— 2, 
扯 上 更 的 ;项 式 逐 项 微分 后 , 就 容易 得 润 属 了 于 v 一 mn 情形 的 除 
laguerre SHEA 
li =l, Libe —4+-2z, LPa) =, 

LP = —18--18:— 32, LP (z) 218 — 8z, LP (2) = — 

—JB k T LOG cc F (vm; m--1;z), ETOR (21.15) 
SEPBXIBE]PXX (22.5) MaE 2—oo h, L5? (2) 包含 有 相似 于 
指数 西数 ]# 坊 的 Ga. HEN 一 om 上 时, G,—0, ARE... 
EX LEE EO 32r ab, AT AFERE L RER. S 3 X 
于 L,(2) , BAEZA ZA 

$G Con = 1)" D p (nyc n D Cab D 


"1 
Miu ra 


— S PE atem N onife)" -ir (z) 
mm0 | Qum) 1 ^m! za (rl) asr) m "C? 


3. Sonine JAR SHELE HI Jacobi E ARI 


110 $85 50& ARLI SS 

IWJ e e PH ed , 3E Lr DECORUS JL Py REC F (a; y; 2) WEBA RE 
为 目 而 成 为 多 项 式 , 必 需 设 a 是 鲁 的 整数 ,这 时 v Sá JE RETE ER 
不 可 ,这样 所 得 到 的 一 般 多 项 式 , 即 


x Lions tl _ . 
S ~ PTE (m my. ^; Ali 


il) mn , 2 
n! (wt+1) | jT 1 i 
i _ Í` = — aÑ 
RT 2 
fi HA 21 t. -E 1), 


md- p NC— a)" 
-xX(U okl ` (24.8) 


这 个 多 项 式 时 做 Sonine FAA, AEUR Xei Laguerre 
THAO, 

Sr) r z n RSHA, Ange REGERE, EE SE 2 dg 
FUE X BS Laguerre SHARA EXER SIR , iA 


im — (— I)" (n5 
M (z) = mml Lam 2) , (24.9) 
FH BC, REGERE T IBLIEI ZG 
LO" (2)  (—1) "nl Sta (2), (24.10) 


ITERS IL TA FA P.I 739»-—0,1,2,-- BF, 和 
S58) = 1, ST (z) = p -f 1 —2, 
" iri nt [4 2: y3 
Sz) —'t11— TT 
e) 2 L' adl T T ou J 


aigue) ° 
ZB Y Jacobi ZEKER X (15.1. R (20.1) 与 (24.8)， 就 
Be f.m; y; 22 导出 Sre ip 


Jm m c T — — 


€ Phu Arn Pi. xp) .q409/EÓEdB SO 写作 Se, 


Su(0)= £ (n + gu + 1.) S7" (z) = (—1)^ LT. 


$74. Laguerro yt y Laguerre HA 111 


BE + Tir ; SEC | 


e dix TOSGR.HESÉCRIH TEn, 
D War RPE ala; y; 2) WJ fW Z m (5.2) rh, $H 
! (24.11 £C Á DET 


B rl-—a 
PEPE NEL 
eit AP d ea s (45 3-1) TEE Lue dm) 


Een ym] 
此 外 , 青 考虑 到 lim (1—2 Jte 一 。** 后 ,就 得 
| Sig) o f I (engem), (24.12) 
对 于 Laguerre ZHR HR (24.10) A 


od? 
= D m = —£€ 
Liz) =al SZ) = e FEC 


7)» (24.13) 


LYP (2) = £ — | ee | 


= (—1l)=n! S" n (2) = esas, eah AD (act), 
(24.14) 
TR Eee E ak SER + 就 能 知道 , 如 4x 是正 的 实数 ; BU X8 
Ski) = 0 RAF n T-IEBJASSPSEHNL, 
(2) EXKRE Jacobi SJ s BSIEAEOSGRGA (10.9) 中 ， 合 


e 


g= o, y=, Race. MER AGAS, KW, 0 ip 
Jum Fon nti; I), di uo 一 1 的 条 件 下 Q5.0) OS. 


it2 Apr Airt ILEA 


S Ti | j: (1-2 aul ou fadi 


n1 Qi 1) 


Tem) (etn) 
ran Tony > 


(% = n) ， 
O (mEn), 
25 g—codbb, 345 Stirling 公式 ， Pío) = Jaat? eo-*|1 


， 必 了 这 种 极 眼 运算 以 后 ( 青 招 z SEX a) , SRP 


-r6 


M" CES Ue S A Cmn) dac 
T Tarat 
= KI | Rop 2» —1 
0, "ohh. (24.15; 
自然 ; CHIUUZSNSEAE PEL STE Jacobi 多 项 式 的 情形 中 一 样 ， 出 
24.12) H8 Z-SIPER AE H 
lH (24.15) , 可 用 IG) n US), Eg DG) m "nl Ss v0) 
TER, SERE TRE Tr LES x 
|e7 (m, (m) de= (m! )^3,,, 
(24.16) 


N ge LO? (a) EA? (y dg =- nly’ Ënn. 
G0 | 


ix o4 下 在 实际 中 有 用， A Enskog, OChspmann, 
owing e AE CC bsp PB | IIS RE y Ab a PUn, v, 0 
Er, o 是 分 子 的 位 图 与 速度 ,上 是 时 前 ) , EX Marwel 分 布丁 
dir fyoce wt FEX Boltzmann RORA Sila us O RIRE, Xa 
WE XGEUL Hi TIAE, SUSCERELUE EE Y AF29 fasi at — 97) (u 
ROCCO BHERHRECROTISESX PEDE Y HARTER IEEE mi a 
H, 


324 Daguerre Agi! Lasuerre 新 形式 iid 

(89) BEBE de (21.4) th, de set (i—i), e= —n, 

Y—Hutl, TEILS SOS UP RES P Bj E 2 U SERE» d$ P WT Gy SX EK 
路 线 变 天 一 周 的 积分 


m m b G OL, z) a NEL i) DE 
PU md, Gs) oy guae 21.17) 
c LA EE RS E AE OLD ,所 以 (24.17) 就 是 Sonine 微分 方 


Tz 

za" A- Cio d- 1 — Za dM nas O 
BYE, ID PLE AX TERRE z-—0 AbREEBUBS,. PAEST oh) XE 
kA Tiea, 5)2— 740], 由 于 oural 定理 外 ,对 于 和 在 
贺 内 的 了 的 正则 两 数 G (2,0) , (24. 10) 实际 就 是 GG, D XR £= 0 AP 
的 二 险 导 画 数 ,( -352 C) ,他 


x= (P) A SR). LIRR. 


由 于 z=0 ËF, G, 0) = (1-4), S2(0)=T(n + n + 1)/ 
[a 1 Go-- 1) , ERA Eo DUE 4,921, E £0 的 近 傍 , 作 
GG, 0) RRENA EE 


meidt) ee S 3 ja 
az, P —ncpm (—41y3 d= lg),. dim ASEN ; 


lel, (24.18) 
这 里 的 六 ERRE oe. SRRA E, P G (z, t) E 
际 就 是 5700) 的 母 而 数 。 
(4) RHEN 将 (4.13) 对 > 微分 
ë ey _ `x d i n 
|^ .1—i G (, e) — > "EDOL , 
AiL, Pe mt 38,8187 
S = ^ S2(2) - SR UD, (24.19) 


114 Hpi epus fep sse 


如 果 把 (24.18) 对 £ 微分 (然后 比较 r 项 的 系数 ) , 则 能 得 到 
ner) = (2 2na- TS (Z) 一 (n ,20 


" MEME REN CERCARE: 
T= m+ I Z P 22 T. einn, EM m dz 


EIE z kA 1 FECE. HEBES) T Ui L= I, 自然 以 .上 的 革 
JUÉSSB CER h (23.4 3 ELE Sb(zy 的 定义 式 (24.8) EH, 
C EHaD, 有 
(— rJ ] ^ 
T F(—mn iul; z) -(i- 2 m )rC n; uir) 
Sd d"(— bi: ud-1: 2). 
ATARAR 04.8) diet —- FIELDS T 5 T 相当 六 公式 


naf d? d " = Sa 51 . 
Al m zr) Sa x a0). (25. a, 


4. BATEKO C FSKJS-F BU Schródinger 方程 ,根据 
3 5 E 8 17 rh BH 8, X 8 zk $a E 8 2 Xe 7 BS iE EUG , 有 形 如 
RUDY (9, p) BBE, SCBUORTERE + BJ 98 Eq X RO 满足 再 
f 


d 

IR 2 IR (m+ 2 + 2 一 0, 

na vod 
Da Am E . 0 Yee 24.22) 
a5 gar ETUR) 


(这 里 E RRNA, 275v RENDERE) , POL 1) PIER 23-33 
Hir. 1300,1,2,-- 2 rdi. 用 于 (24.22) 具有 (9.2) 的 形状 ,所 
LE 

Rn) evo. z=2hr, E= ihes 9mBE)h(24.23) 
Jes DETE w rus fat 2-7; Bion 


dp 5 
Ara HA2 L (2 --—i-1)w-0, (94.24; 


3X 7 F ke Pride 48 JL 8] 29 8." E BUTS 3har Bof ,— TUE) 


224 Laguerre FA F; Laguerre A8 115 


Anz HPJ .F (12-1—2Z,; k; 919-2; oc Lg G) 另 一 全 是 在 原点 
处 与 z 2-1 成 比例 , T DL Od Ses (含有 对 数 项 ) 的 第 二 个 
Bg. 

HEHEH E-O, FR. E ELA OTERA) 的 情形 。 首 先 
由 汗 RC) 在 原点 是 有 限 的 ,所 以 不 尤 许 使 用 第 二 个 解 , 当 7>o0 时 ， 
F -一般 和 ete WER, HE ROGO) 与 etr J L ipi HE GU 
REEK, 因此 和 如果 要 求 Rr) r> 时 的 极限 赵 于 0, W 2. 
博 非 蕉 止 到 有 限 项 为 止 不 可 , 从 而 必定 归 灶 成 为 多 项 式 ( 印 障 
Laguerre HA) 的 情形 ,办 而 服 定 2/5 一 zj ~ 一 应 的 值 必须 是 
H ARAR n, n=i 4l, 1+2, e TE vuol (z), dü3xX 
ARATA 33] (24.28) ,就 可 得 到 作为 方程 (34.22) BEARR ,3E 
炉 状 态 的 毛 原 子 的 波 画 数 , 序 

ROY —Ra(28n), Raul = e ZLQHD G , 
b. n=IT1⁄442, e, (24.95) 

ENTRE R. (2kz) 的 方程 (24.22), Hip E, = — 5, 3E yE) 
HE 7? HET) , 53 5|. fit 3x 个 方程 沽 去 在 其 中 把 n JX mna C BD £ ÉE 
b) 变换 了 以 后 的 方程 ,然后 对 差 由 0 到 co 积分 ,这样 就 导出 了 对 
于 相同 的 六 BEBK niy Ra 的 正 交 关系 式 


| Ra (2r Rakiri rdr —Ü0, m= m, 


a s (24,26) 
TE Th4 


3k 3638 gb ERE y PE BJ IB AB EE BT hun SE, 
5:34 JR (24.20) 及 (94.16) 能 够 证 明 下 到 的 正规 化 积分 公式 ， 
部 


TD? 
f. LA (br) ]3r*dr — dPG- ] ) BT (24. 2i) 
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wE E Awa, U 六 Jésbniw ib, 和 让 了 于 这 时 ziri , BEL ETE S 
A DA EERE 24.33)4b e-TUHLPOML- e Z/ks: 2! -3; Biker), HEB ro, 
TERR I, iX HERZ ERG TE FL ka (22.1) 2$ (32.20 BE 
y-1 sin] kr + 2 log (25 ur) -—- (i.m >| 


的 形状 。 另 外 ,对 于 第 二 种 解 ,由 于 当 roo BF, BRET Z B Pt 88, 
所 以 可 以 表示 成 为 余 琵 画 数 。 

此 外 :当天 一 0 Bj, 利用 (24.23) 的 写法 换算 后 ,能够 用 下 -一 章 中 所 稚 的 
Besse! PS oR RG), 部 RG) = r Jaa GV BŽ). 

24 E> 0 时 , EFE TEC POP IRE s Pa HHE Abo En D Ei, AFRE 38 SE: 
示威 为 位 数 是 典 数 的 Laguerre Hgo SART (5.17 iq (5.18) 后 ,有 如 下 
EN Gelrródinger FH: 


( 4-8 DLE 0, 


_ 1 TB 2 ) a 1 æ 
EE x 2 + À 1 [ta gpp 339) 


(注意 £7-*—20), mur W—E(G) H (ny eme. FF ES2E3E H| E, H ehm 
下 天 发 程 之 解 


utr ar +( ep m ARZ4 8-0, 
2H 3 (24.29) 
Y r7 +Í ep — T eaz— -a = 0 


AX EE E EO LJE (3.185 3888. 
此 外 ,各 时 会 =g OD. RESTI s. WA E, H RARD 


dw | 1l du foa Z1 m ] MEE 2. 
da Ux ds A y cou u=, Z= E. 


HUBEBIRRÍBU. TIIBBEBH EAD ES FISSS def 


ni 
o= i etikep ( — Au + niL, mpl; rio ) 


(24.30) 


ocz? g*HAT IP (Fiks) ocs2etiksgm — (JL 24k), (24.31) 


ode a 9 
Xx EB P— ar 2- 
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525 MAERA Hermite FAR 
1. Wita PH EUSAR (6.50 18 E Webor 微分 


AE 
Apud Q2) we 0, (25.1) 
现在 讨论 -一 下 夯 数 当 zo 刚 的 情形 。 首 先 仓 
qy = n (zy, (95.2) 
J] o 388 JI: Jy fe 
EM o— 22 99 + 2 = 0, rh, (25.8) 
3X TS Jyke X Hermite J£. 


# ze cR sp AE s BIA 22 =+, 5 IER dida -2- t didt, 
就 可 得 


1 a p - 
Cg 22e: f i oT v-0, . 25.4) 


xxu. Rhein r 3; $2 +F3S020. 25 (90.5). "IBS AE i BR B[ L) 
表示 成 为 
YE =F(—- Lr |= p (—- 2 ET 23), (238.5) 


v) ee F (— 11; 2 ¿|= zr Sat). (25.6) 


为 了 适用 本 讨论 2>co 的 清 形 , 可 以 把 (25.1) 的 基本 解 取 戌 
(20.8) 38 (20.44825 GT 


118 hA Ap Lrt 
K& D, (— V 22), WE Doo I 6s 22) E Doai iv 22) ,而 把 
AHA FR 2 EE, RI (22.2) 5 22.3) AA (22.6) , BË 
"ERIEHH D, (z) BA TARREI 
' ef orf (v—1), s(r—1XY»—2 3) 
D, (~e sz (1— 52-574 _ EV 一 A e), 


ange] (25.8) 

2. Hermite ZAKE (1) GE (25.5) K (25.6) 关于 恋 
数 z WERE 2= 0 ALEME, RLRE 22.3, z—>oo BF , E 
PEDESET e", AI w 3€e35 BR ca M TI X, 3 Y #Ë 
"5 VPECEJG RR I RREA TORI XP 4e GN, EfE(25.5) 
"REX r PEEB 2m, 而 在 (25.6) PR > AAR 如 十 上 的 情形 。 这 


TERI] ELA , RI Tak f US B 


L 到 (一 四 Et z) 


=(= NET Vn) 3S. 3 (29) ， (25.9) 
(n) 


z 
™ 1 : 38. ix 
Hs, i2) —21 1j — ;F( Tb. -二 >x £ ) 


Hy) = (= 1291 


= _ p Tm zm (2n--1)1 
r(»-3) 
也 做 Hermite XJ. Paible Ronine SIHA BIR ARE E. 而 
2-453 S, 59) 及 28,2 GP) EB RTh (24.8) 而 容 
Mir, We... 24 m= Ü, 1, 2, 5,4, Ih] Zr SIUE 
Hai) —1. dile) =r, Halo = 422— 2, 
Halo =8z2"'— 2z, Hz) = l6 —482?4-12, -:: 


zÉ ? (gà) ; (25.10) 


一 般 有 


$25 Phtokkpkshimby is Dezmito 多 项 式 110 
HG) = (22) — nin (Sg): 


4 q 208 — 1). (n—2i (n—8) (gym Lue. 
| ET ) "E 

(D dun GEmOA.00 mm, Jg TREH w=e H, Pi 

WE BHRI A E, E Hume tw X AE OS. ZEPJ, 而 得 
45 t 2220, 十 《2 2) $0, = D. 
3ATUSERELEREAUEO = Aent + (Be |. e*'dz) BE UM (t TE 
A fe 
Wa T 22/5 -- 2209 = Ü 

XE JE Y ndr s ar wy = wn ARR, XX ULELICUE 25 
程 的 解 是 wo”, MAD z—»oo Bj, H, Rt E YRSXU ARTE, m xr 
Wasa A, CB, 可 就 为 0). 于 是 一 定 能 得 到 下 面 的 关系 式 


H iz) = eaw, = Ae w = dpe a d e? 
dz 


184528 Pis 3 (25.05, (35. 10) Xf, mi ks z" 的 系数 ( 或 是 
-常数 项 )  PABEREUH A, PC 1)". B 


H,G) = (~) "en 2. (et) me En [o7 71a, (2.13) 


(3) BENA — X[ (25.11) 4811 "mu - n=0 H oo (de 
相 加 , 则 得 


> Hr gra eu ma eH (25.12) 
TREH oxpi2tz —27) XE H,GO BJ RE EN, 
(4) Sid CKRBEDMHASOND z farn dE C WuXXE.9UH 
HL(z) -94H, 4, (28.18) 
hp Mo t $8] 0.505 2.83 FAV SS 


VS Hat aT LII". $m) RD. $c m 


Peri (0 —1 


3 
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就 有 | 
22H, (2) = 20.H, 4G) + H2). (95.14) 

8 (25.13) CA, ESCB JC 3e 
(2:— 7 )H,(z) = Hes). (25.15) 


(D) EXKRA de (25.11) APAE z"e " (mn) K 2 
由 一 50 汉 十 ce BUT. FED DLL SEU OUR 


[er 本 ,的 ] 一 | enda (— Ds |” er. mde 


"lu 一 二 _ 
Cnm dz n (e jdz, 


dE nm, daa tp HOS 0, RRB E Y HG) dedos m 
PL FS A SCIRE RRME SOUS nom AARS etd , 
就 得 


"F (2) 1 = | eH ads anlv x. — (25.16) 
PRLR TRE, FEH 35 18 Halo = (22) T MER ARRAS DA 
fI ermite 多项式 的 正 这 关系 式 
LH. G) HS ] -| e" HG) HG) da 2*1 8, (25.17) 
利用 Bonine SAARES SH Ei RJ 3536 3X LER fE >J 
RS SPARE FH CCS IE. 
例 HEARS] YA Po dr fu] ELE AE 


(E Se La maf jr-zv (25.18) 


dm dr 


dcm E aei, o Jill. 4e < 一 一 z, A 


Iu, o 6 2E 
dai ( o -a F =0, (23.19) 
这 个 方程 洽 好 就 是 方程 (25.1). SR (25.2 TF de Z: at, Mai, Eh ue 
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AE (HN h= EA A Eea E REEE 
-— | _ 1 T qe 
E -( n ge VON 


的 情形 内 外 ;方程 不 可 能 具有 当 2h oo 时 与 ee 一 ea2 威 比 全 发 芍 的 
BE. A iTA 48 (25. 200 BSEC UE 


| m. = (O e HG). (25.31) 
Ua m C. WR E EAH eA EB 
MMLALSET . (25.39) 
Ag 25.17» yas C, AA 
dy 4 J a= ` 
g [2 3 C . (25.33 
( xh ) ga" (21)À 


UTARA Fd SS SHE sika LOS IF ZE 3 IUCUNDE BIB USE F-J SE th 
en) slp = xW, GG) V, t2) dy (25.24) 


BAM bL AI Hi (25.14 » ü* am, - uj n Hari Han J» Tri H8 


(25.23) |, (26.17) isk Hin FEN p nul 时 ,积分 都 汐 9 GT panl 
情形 ,能 得 到 
"o 


(n—1|2]5) = (e|zln 1) = no " 


(25.220) 


第 6 草 [B TE p 7E 


利用 图 杜 坐标 写 出 的 Helmholtz iie 


> oIa, 1 e o? 
(4450 | 地 + Ll P BPE EO e i= 0, (|) 


Ar W = H(r)etireli, HRA EEBSEIUS FFA T BR Ur) PRE 
的 再 程 2 


É qa + 4 
dya T 
PUREBUBE E EJ, isa rUR z BE NE SI J H) — 19388 Pas f Tñ 
AHROR aa dH JEE EE Hir) 就 需要 用 Bessel jud. 

XJ e Bid mag Laplaco Zr f ,JB 26 Z ES HA. 
也 能 归 替 成 为 放样 的 形式 【人 寡 照 06.19) 124.28)) 0, 


十 (x 一 有 一 i Ji Rr) —0, (2) 


$26 Bessel 方程 与 它 的 解 


1l. Bessel 方程 ”Bessal 西数 是 归 攻 于 合流 型 超 几 和 何 西数 中 
的 最 有 用 的 西数 。 我 们 可 以 抬 它 定义 为 ,在 (9) GARA -hir 
=z; hir) = 二 如 (2) 所 得 的 微分 方程 


^uo 1 dae (1 p^ ) 
| 1 — —- J] ag- Ü wi .1 
dz? P ^ 0 z l 20.1) 


之 解 。 

FA. D Bricxe pR (9.2) i. 45 —0, b=], =l, 4—0, 
e= —v^füy&s SL. AA w= ol, Hú Ub C AR LT 
(p= i, "E 


da a| 一 2 pti] de _ rl p0, (26.2) 


$26 Besgel rg issr639g jay 
MORES AU 8 R. 为 P (velo w1; 26) X 


s9F(-r4Li-2e0ii26). 适当 地 选择 了 系数 后, 可 以 用 公 
3. 
Po" 
JO ms i wl, ;2is) 


] 


= o8 Malie) 26.8) 
2* (21) *3 P (p 4-1) 


AER EHR 2. (2). A EAA y v-6 BARAR, FEH IUD 
Ji 25 85 (26. 2) TE BR ESA Son TG fn WEBBER, SEL, n 
Ae» 整数 时 , 瑟 程 1326. 的 一 般 解 可 以 写成 
w= Vx) FO un. (26.4) 
图 数 J.( 吁 和 售 > 次 的 第 一 种 Bessel pn, 
2. Poisson 型 的 积分 表示 
(D 根据 (21.25 VJ K RU — b RJ AS, BLH 


m= dz" els "d (1—3) a eži ds, 
又 施 以 变数 变换 ee 14 D 2 P CARI 
w(2) — At | | (d 2) 73 erstgy, (26.5) 
iin 21. 7) ZCBDÉE TSA Sy EAS C Brie matr 
(1—8)"*8 ga-ns|. Lg, . 26.6) 


适当 地 选取 积分 路 线 C 以 及 党 Tk AU, BIRETE HG UH AR J. (23 +j 
J _, (2), 

(2) ARER J KE B š Sk JE 

考虑 图 3.1 与 站 .3 中 的 积分 上 路线 e, 与 ca "ETT JE 2 PF 
(26.600, H E A xe P, B PAA HHA T aralh =t & 


LH mop B k wa PS 
arg(t--1) = 0 Bn nf , el. ET cs， An ay 0 = arg z, 282. ^R 
RE a RE Xo^ 的 万 疝 ay WE Oa 0, (Reliz ni 


图 26.1 B] 26.2 
要 满足 这 些 条 件 可 以 合 在 无 限 远 点 Fa 外 ,有 arg(t~1),argit 十 ]) 
=b y RARE +F EOT KET eu, REIR 
i) LASTE [arg z] <=, 2535 BU 


wl) 一 Awd | e (qa— 1) 73 di. (26.7) 
AGRIS DERE RUE Re, UUBUL 55453 RES BN 
I 


(cos U, 对 v+ 2709 的 情形 , 得 到 下 面 的 关系 


A NE 
AU (2) = 24,3" 8m x ($—») e(1—19) “d, 


1. 
v0, 


Ac A l 


r (l+ »M(i- v ) 


an Fes cog sin?" 9 d. 
四 于 积分 在 ?一 0 Ab ERU, HPI vs (2) di at Rep JL) ,为 了 决定 
这 个 常 效 ,把 指数 夯 数 对 z E FRAG. IDRA D 


uiz = BEEN 2x44, a| - (42) '" 


UI XP cos" Osin” 0 dà 
1 1 Ü m-o Tk] 
r (+ »)r(G- v} 


£25 Besl FRETE 125 


Í 
" V D (p+ P z) ( —z2y" 


Fad 
"à A Qu Tepl} 


omida «oo. (2/4) 


— m —— — — TT 
== 


ri) Ppt 
i P (p+ Š Tp+D 
DEM FI WEST eg k (pt p )= 222 aW 


村 和 且 当 z 一 0 时 ,与 (26.3) 比 较 , 从 而 可 决算 Ás, FEH 


G) 
UU 2r m2" 


MEiCHAT ) ett 1 (26.8) 


UL OS 


m- MAY, 村 aos gin dd (v LE >0) (26.9) 


-(3) 3 LED 


Fund; —2/4). (26.10) 


x 


1 z 
obalu; — 22; 4) =i- GFI A 


i - - 
tcu m 4 


boa QN A... (26.11) 
HaTi GTa i) 


i28 第 41 童 E FE ovx S 

TE (26.10) 中 如 分 v— —», MHIE -i.,(z)。 EER PE E AS 
E BX MM ee 5 F UE z R, BÆ (26.10) 却 是 z Bg 3k. 
BERA z" 项 以 外 ;如 果 雇 — ¿z IPE tz, 原 式 是 不 变 的 。 


下 面 诗 葵 沿 着 ca 的 积分 , 先 全 1 一 (z/2)oxp( 一 也 zi ) JELE 


318 EFE TR AER] 7n LIS 0007 
(71-1) "m L N 3 
Pa > rU | i (e ET gree (1 — ^) di 
+ oA - ^ 
1 
TEN P. - 
"m | T* 7 


3S SAX PARE 2— 0 AEDEIE ROTER , TIAS? 
E GAB J Vc) R VS z>0 py E sk z 
R35 Er, RI EURI (2.5, LI AS MA 


Coemi De "- Dude va 
eg UU. gn Apa e e T Ap) e L0 
( Pü-2») E] 26.8 


prx Ace M i coge 


p (1-»)ra-»y 


1E 3X 1-35 et 3 (026. 10) 中 介 p — v I EERE EIE , Fs UE 
JG) Beer S, ge up ABI J ui) 的 荔 一 种 表示 式 旬 : 


r(X-»y, 


fos) cem ou ; A) | 2t Uo 1) 1 dt. 36.19) 


Vn 
E on ATEZ m. 

| (2) Hankel prier E= AR 
P HEB 
0 o gm Ae Bore SUL STER CR E — 


ENS I — QM L 
QUA) (3) tQ 村 ,加 虚 把 积分 蹄 线 先 成 图 26.4 


Eg 26.4 那样 , ÉH h C BED e H3 32 y A BRI 


$36 Bossel FERA EMS £27 


HFE tHL —1 一周 以 后 , D515) 9G Rae yx BS gb ER esa, c. PII 
DERRE, MPEP TEC Hoc Ab A 88 SR E TEES Bz 


] 
H102) .T(3 zx 2 | et (1 — i) v-r 


- "i 
SD s Jr 


( — m < anp z< or), (25.18) 


1 
H (o) (sr Xy ert (B —1)" 3 di 


m4 4m 
(—Am-largzzlm), (n. 14) 
BUR SHE Bh AD Au ERI RA BS 2: Bessel 万 程 的 解 。 
3x QA R ATRA E E PUER TER 3 2E. SIL 25 $0267 
时 :ea 一 定 要 选择 得 全 Re (i22)  —o0o. EAE TE es, cs Eti 238 
点 Pa, P 处 ( 见 图 ) EAE arg (0 —1) ZEE O Ej m ER FPargz, 
和 由于. 上面 的 规定 ,我 个 限制 z 必须 避 开 — 1 Ej + 1 两 点 ， 
现在 使 珊 条 积分 路 葬 cs, e, TE oo 处 接合 起 洪 , 因为 在 接合 时 
ELM F3 BR BLEU ER XX, 故此 我 个 竟 定 在 图 中 的 6s 5 Q, 处 
arg(t—1) Bgjlt Zr 9ud& O 与 — s, EH SIS S: El 26.5 中 的 接合 六 


图 26.5 图 268.6 
Ao TERR AAT, AER — 1 旋转 什 疝 的 积分 路 线 为 Qc 
MAL. PIMES HIERIE Ju y RT Poo, 所 
以 图 26.5 PERIA R ELE BU EU er DECORE ci, 而 


128 &x6x* Eu tE Va SE 
Fl arg (P — 1) 3 ( ) ,但 是 根据 (26.8) 可 以 看 到 ,这 种 沿 着 oa 的 
积 芬 正 就 是 24,05. 

要 得 汉 相 当 于 积分 路 线 c, ER, 我 们 招 c, 的 方向 加 以 变 
更 , 使 得 arg (7 一 ]) 减少 了 22 GARRESE UE C). mir 
REPARER, M 总 一 co 一 9:。 这样 就 得 到 了 路 线 co， 据 
(28.19) En, 2538 ca 的 积分 恰好 就 是 2e-2st7_。(z) 。 此外, 治 着 
— Z, 的 积分 是 积分 (26.14) RA e 

根据 上 面 的 剂 论 就 能 待 到 下 面 的 关系 式 

JG) = HI) EO), (26.15) 


e? "TE 


> LH1G) e? Hi 


J _ C) = 


-二 LerrHils) em Hs)], (96.16) 


fae » L3 2 都 是 实数 ,那么 Hil) 与 EHD 将 是 共 连 的 复数 . 
H) E Hi(z) UH Hankel 画 数 ,也 时 伏 第 三 种 图 性 西数 。 
. (4) Neumann pqXe CSS — eng EEUTZAO 
PAGE v 是 整数 和 时 ,由 (26.15),(26.16) 有 
Jan m (— 1) Luiz), (28 lT) 
de.) EJ.) SUTBEJEAHILAAOEBU Y. BARR Bec: 
(26.10) her r= —» qj SIE. CHI P3X hr, 98 > XS DAR BS R3, Pl 


是 (26.17) Bp, 
Bf » ESAE. P S: T ARAA T J.0 AARE, 
ED 3E SUY DER 


Y, (z) = Poe ume (2) (2) (26.18) 


这 个 责 数 时 做 Neumann Merak PRHE, AmJR NW usu 


$26 Bessel Jyfü Suh 129 
Ak Mb SR p] PJI IRE lim Y.) 21.0) REXY, G), Uf 


Ya) =lim Y, () = L| £5 一 (— DM . (26.19) 


JG) H vn IK RIELRIATOO. 10) E (4. 4) RH, iA @ 


JÈ (D. 2) 


dvi; P (p4-D4( »--p--1) 


- $copw(2)-6052] (jg 


Ipd4-1)Zn--9--1) 
u ae A. Ox 6o 1 
= QA) dog + y | 2 1» 1+5 Te luni 
G/n 
PI mrp! 


X JG) 的 后 分 ,如果 把 世 分 成 出 p=) 到 p=w--1, PLE H 
p= n 8] pco 的 两 部 分 之 和 ,使 用 (1.6). 与 (4.4), HEERA 


d(—m--s) 


+ 一 = í — ym 
mite) sP(— me) toke) Dm! + oe) 


(m —n-—i-920), 


就 可 得 汉 下 面 的 表述 式 
dix 《一 DA 
dv Arx -9 4-1) 1l 


=-| Z 1)" | log CS )-y db(— v--9-- 1) 
ú BEJ cene ^4 
x| FG PrbPCrtpei) | 


LS CCCo ner) (2) bd 
£f ipAi)DUp—n4- 54-1) jeo 


Mor n3 | 2/2)" 
-X 1) [fog (5) varo EET TM 


一 1 PM au Fa ER ua ~ 
-一 (-D"| S GPL RETI (ton 5 "y ) JI VERS 


190 Ho [B] RE pa A 


-ar — 


MC D^(1- 4 J HEER J. 


TL EZCPETRIRS ASITA (26.19) P, BUIE 


"M mp- 2 
zr.) 3c gai 2 (log -2+ y MJ.) 


EN I _ 3 - ` J.a (d d. s.s 1 
icu 1-4 pita b +>) 


AE 26.20 
piano)!” 26.29 
> n—0 Bp, E J AS 4 AE. 
jE (26.15) 及 (26.16) EA (26.18) ,就 得 到 


y, (z) => CH 2) — H8 (2)1, (26.21) 
把 这 个 公式 与 (26.15) GE RRE Hi 上 与 Hd 


Hit) —7 DU) -HEF Lx) ? 


LIOR AORN AOI (26.22) 


827 Bessel PAMARE N I 
12(26.13) Rettet 芝兰 以 & 为 积分 变数 , 居 得 


r (2 Grm) i-i iu Y 
— - ~ | o e “u (re 22) (ob, 
TD exa " 


(—w are z< 2m). 


3X 8 HE 27.1 可 以 看 到 , u TEZCBRIEEABS x 38 
AES HI a T EB yas dr dh a A uf J s 


Hi. 


Ea 


ui arg u— 8=0+a— ^, 了 是 ec" 24 uoc 
"L.S EXE HL 21, 


827 Bessel Bad BRE IUE 1 131 
dk nak Ro (»--- 5 )>0, SEERA RAR ES SE 


f $2 8 的 直线 OI. — A BRAISE, BRAES 
积分 部 分 将 渔 失 。 DRE IQ 岸上 Au 在 LP LBS 
frg 后 ”人 迟 , 所 以 车 果 待 到 了 包 


r. t u K EE 
1 B c} QU a! i) mag iA pg _ MU L ” 之 
HLD = —— 6. 0d oa (2 )) du, 
(9.1) 


AUAM ER at EU ImMEEERT 8 BME, [而 与 实 轴 一 
Sikh , A SY y BS TE TRI EAE, . 


当 zj iE TP QUT D 103 LER LT 经 ,这 样 就 有 
Hi) X. e EEE) ay, maresc 9a, (27.9) 


hi) -14-o(-). 
FEER CHTEDEGCREEA 一 4 代替 
Hs 2^4. 2 2 gg 
Wb B EUR iz A (26 15) & (26.21, ,就 求 得 
J MEME 2. 00s (z — 7 ! p= ah, 
arz | < m (27.4) 
K ane. . ,s(r- la). 


An f a SECTOR RT Pilas (23.21) Æ (28.22) 而 取消 ,从 而 
PFEP EREE. HERT r LARERE 故 旺 我 们 在 过 里 可 
DEAR, WRA < 相当 大 的 情况 ，J 与 了 ,所 起 的 作用 相当 二 


152 iex H FE pg X 
ZEZAS AAA, D HL, 12 E TANE. 
二 面 所 计 的 是 渐 近 展开 的 第 一 项 。 要 得 到 进一步 的 展开 ,可 
YA $c HC JL T VEGAS BERE E [1-L iu (2z)] 六 用 二 项 式 
RROCSLEDE, HELGER A. BAE, 我 个 所 要 求 的 公式 , 只 需要 
Tek DER avt Z, y-»92r-i, m ap ny. FERRE 


1 meum) 
AEZ *n =Ü (2z) m 


hilz) MX PB , LL- —PE; 


lj*(».2nm),. x (— J)" (r 2n L 
= u, 十 ?oo 一 ts >s ni sam ; 


(27.5) 
JA E 
1 
um) = r( pcm ) 


miP(»—m4-1) 


ub 一 (去 经 -的 下 -GD 


XICP HL 的 展开 ， 只 要 对 (27 .3) FENA u, — dv, 就 能 得 出 。 此 
FRAIS Ju) ELE OE.QG),.4838 (26.15) 及 (26.21) 有 


TN (uveosr,—ssinz), (27.8) 
argzl < m 
- 2 - — 
y. =y- (Wy SID T, -E Dp COS 7) , (27.7) 
这 里 
2o yu 
Ty zy WE, (297.5) 
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828 图 柱 画 数 的 递 推 公 式 与 Bessel 型 的 积分 演示 


4， 递 推 公式 ”对 Ju(z) 的 种 数 表 示 汪 以 ,然后 对 > 微分 ， 
就 有 
LIO E S a a 


 — Dm HT—— TSc a wa 


dz ZË zi d"? I'( p 41) 


Sas C — —1l)?z7i39— + 


2 zi greg Pp n) ZH. 1(2), 
IER J,G) SEALS T. MAN z 微分 ,就 有 
s ^ (rJ. WL ed 
dzo 299 51P(v-r»4-LD 
_ p _ Cb 
pi QUO Ly! Fr pd 1) 


S S Cl un 
Picea ram 
在 上 十 如 的 公式 中 以 0,0). 的 写法 代 赫 7,(z) ,就 有 


= 一 2 (2) * 


S La Cy (z) f EZ (z) 7 (28.1) 


z iZ r (e.(2))y= —z "e, ,. 02). (28.1') 


WAHAB PHRA 
fe (z) Hre, (2) 20,32), 


(25.2) 
tres (n) — Pun, (2) 一 — 86,432) . 
15. EBIP ATA st E THB UH 
ge, (z) m e, 41) — eal), 
Jy (28.8) 
b C ha) = 0, 442) eua 2). 


— Ju f] p qe Ye 55 — EACE N SE Eg RES DE BU PS SK e.) 
为 恋 数 z 与 位 数 v WBA Anh 28.0 2X)€ (28.105 A, vf 
DEH e, (2 NA PX 


154 i6 6 xc B H pq Zr 
et | —[185,—15 y t I — 1 4—r-i " B NM (2) f 
du^ dz Ue, (z) } d [z"*1e, 4(2)] | 


将 稳 俘 求 由 以 后 ,就 可 办 到 0, (2) 是 Bessel 方程 
i ek 1 g Aoi- 5 - S e, =Ü 

I AE 

Bessel 微 耸 方程 还 有 另外 一 个 惑 数 不 是 > 耐 是 —v BUSES 
b, AES E 353583 5,1 — b, Bg » BU XE, T be L2) sim JE 
c, Ar E 853358318 AN, 

EE mAT Jato 6EH] (28.25 dh ECTO IS A; SERLO 

zb (2) E vau Lu = dezbu V uz) = Ebad oni. 
这 样 就 证 明了 5.J (Oo aW JE Bux c. 02 BraS E i (28.2) F ( F) I 
的 到 站。 

335. , m 3t 4 z, EER G, 72, BYTE XE, b 7. EH ij 38. 
a,J (2) 4-b,J _v(z) 满 足 e, 2) rU JE DAE ERA, Pf REIR (26.155 
A (26.165 sJ S rH F (in Bg s 
mol -. E77 r (2) F Jo, (28.4) 


He gin POT gin r 
FERRIS GG, IR) MHARE, te) 和 Henkel Wir — tE, WHA 
Gu y (2) -1- Dl LV CO) ESTA. 因此 Hl, H5, Y, (2) 种 | JV) — Bus 
JJ csi) BÍ AE UE TE RAOT ERRA BA ie u. 
自然 ; 递 推 公式 电 可 由 醋 数 的 积分 表示 导 由 。 瑟 外 ,如 些 换 邱 
一 F(28 .成 为 下 面 的 样子 
D. eres) pozo y 16 2) ? 


(27e, (2) 1e 27e, 1 (2), 


$28 图 福 殴 数 的 递 推 公式 与 Bessel eB mix 185 
HD d: (zd: 作为 运算 子 , 建 接 使 用 后 :就行 
(+ 4) 12” e (2); = ' ECT 3 
23.5) 
(15 -— "Igre (a= e DEE Ca lz) 
E L Í yma PI " 
yl] s, Anc c, (2) 一 Col) ? mu s col2) Bs, Bir £a hi HH 
各 整数 次 数 的 Bossel pida. 
9. Bessel 型 积分 
(1? 我 何 试 求 满足 通 推 公式 (28.3) 的 两 数 c, PENR MA 
MARAS FSU Bessel HRUNA 
JE (28.8) Jg i Bias rh kha p BI BUFFE 
sep 266, 3-20, =Ü, (23.6) 
汶 个 证 释 可 以 看 作 是 e 的 等 匡 方 程 ， ERI HSNU — Re Be HA E JH 
Meilin di dH Ez WJ AE ERU I XP RIJE: 
n, | Eim (P dt, (28.7) 
作 分 部 各 分 ,有 
a = -| p (du) = —t e (9 | «| p CE t7 dt, 
HEA (28.6) X UH 
| Ç | zp (P — 2p (t) 十 E p (O) | di— Ag (£t j =Ü. 
由 这 里 就 能 得 和 到 决定 p (O BRA AEIR ap p s By L í S 
F) JRE e HATE, XC 


p' _ € 


136 d 6xc [JW TE W ON 
z Í | 
log p (t) -i(- £ )--conet, 


TUER ABILC28 I0 pra S FEE E, nf PLA IR SR PHUKU: 
的 积分 
C, (2) = =] rra es) gs (28.8) 


gx arg 2—0, AM R 137 R argt= a= — w —0 (113183 ETE 
E Eia A ReQu)— — oo 的 企 一 值 部 可 ) ROGER Eg I Hi 
"uu E WE O — E] rr DRR a TTA qi 3 T TG BR XE BJ Hi ez CR. Ed 
8.1), FH ARILD JE ir iR BT b IE ae b FE í 

Ab o) ed Sri kt y ARTT 0)。 


< 
图 28.1 图 28.9 
在 (28.8) 中 合 = 2, Sti: 
ORE C2] rae (tg 28 
Cp = N s ( .8) 


对面 数 exp| 一 (名) — | 作 它 在 s 一 0 近 傍 的 Laurant 展开 式 , 并 


合用 (2.4) SR IBXEDSUBIAE IAE SRI ES Q3. s| 276 720 Bp Rira 
$5) , H (26.10) ILE? UH 


e, (2) = c ) | ež à p (- i-) də 


- Cr 


~ XH c oM S p Ew) 


 2mi 27 £ pi -= 
人 一 人 DD T f. 
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BH c, (2) IEZPSERE JU), HRH 


QU = f d 
J A) = | ptet H) a (28 .10) 
p d — a ie 


RADHA T. (z) 的 Bessel BEL XC. 
THO Y 8 36 su i HE jO[— arg z | < -. 4E EIE RU SH AY 
中 自然 可 以 取 —o050,—-oo £ZOBBSERETEXPPBLERE OE 


28,9) 0, 


HI 25.2' LEE 25.3 


HTE zu] 28.3 PRBE, A P AROR Ea R, EH SC 
4E P rtu] Ii Ex EE zk taAa R AERE 
Jalo ai "N + -| | r=, 2), — (28 11) 


= JE. + vb TJ ea 
J EXT T t= + Ü TRAE BUE DU apa, E v7 0) 7»9, 3X 
FERRENT Rh Sk HR v EERE, Jak. TECHS.11) P, 如 
介 > 一 py 二 yet 汪 18， 刚 有 


r PE Tinei L) Jp ee " x 1 
—6 . cc E D 2 
JV) 一直- e -| emt FPES 


md co Bi JD 


Éu4r st, HA 
-| EA raati i pa 51) gy (28.12) 


把 (28.11), (28.12) 与 (26.15), (26.16) 对 比 , 就 能 得 出 
Hic), Hi() Boh AAA AR, Ù 


van TT Ed. d^ 
gb. +O 


138 wor IE #E pH # 


|largz|- ET (28.13) 
EN = 1 
HES eat qa (28.14) 
Jb — ü 


HEICRBUNZRXeAX ED ERBDLIB.MUz uzak , 82 PM T P a byk yF2ë 
HEB. ETRE, 因为 对 (28.18) SELF SIE, 的 
ifa o0 AEH O Eae, HEUS BI EL SE 
R 引 一 ce Bb, zt Ej 一 :的 实 部 分 别 赵 于 0 
EPa .Bm4EC28. 15) h EX oc expé (x — 8), 0 exp? 
XPRATDRBR .EOS.14)7hPJ oo exp—$(--0), 
Ü exp £9 Xp MER BI uf. 

(2) @ri= a ir(+=¿log t), git n E1jg( 28.13) 图 28.4 
与 (28.14) 号 成 下 式 


Hig--l[77 emm gs, 
eb 一 = 
| arg z| S. (28.14^) 
> ] — oel B 
Hz) — — ` | g IeslnTqitus efr 
JL J ost 
(Eg 28.4). 
Xf] aiz), 28.10) 或 由 (26.15) 式 就 能 得 到 

HOE U gcnere (28.15) 
HAN Aw — X T cel À | i 


SFR 28.4 REIREI A BE XE TEE, EI 38 pV 28 He — z + ico — c 
-> too RS PERU ES i o A Ira i p SEE D| A GN yr ho Xr. 
T= —¿ ttr, Z=, =+. HERH p 


J LUZ Lr ef eim që — mm gnt nep (28. I5) 


§ 28 [BFEE22C69364E2ks aE Bessel PR 139 
当 ”是 整数 时 ,第 一 个 积分 将 油 拓 ， 
>q argz 到 一 般 的 ?个 时 ,我 个 注意 在 :3233.13) S BOERI 


释 , 就 有 
—E— e 
H1 (z) — =] egi sin Trip dr, (25 15) 
Jb q X + >l 
a J (sitk | 
II (z) = m e iz slo F HINT dc. (28 17) 
vb .一 -由 一 ea i 


HEART Jui, H (26.16) gk 


1 Ë + — Tel . I . 
Jn) -| pci fy (28.38) 


i1 028.16) — (23. 18) PUOI it HH Er S 
ARES T SEC AP. dO C EIE (rrj 
Ht 3-5 36 88 VAL BS CERE m FX BELA CAE B 
响 GR F E 28.5oBfB85$t4R S5, d 
BI tm ay =r”, r—f-45, 1 >to 
HJ, sinc = sin £ eosh > + cost sinh p- » | 
+ (a sin tiel" cos£) = 33 em, BRYI MEE 
图 25.5 

—izsin« 的 实 部 ;实际 是 被 士 二 e t eos(EE8) 所 支配 着 ， 因 此 当 
59—oo Bl, Hx cost£ —0) «0, 24 5 — oo BF, HZ eos (£ +) 7-0 Bp 
"HT, Adm (28.16) — (28.17) 25 个 >co BT, £— 6 XE Rp —=, 
BRÆT x, 而 当 n-eo AF £ — 0 J8453- 0, 

WA, XEF (25.16) , Zn Ht ze ARE 2, 由 于 现在 的 幅 角 是 
te, Br UI 


=r- 
w E! 


FF _ ] —Ü— 7 — I 
II: (2e) — i| ei šI T Flu T de, 


uL B 4 cai 


4b T—7— X, 由 (28.17) 可 以 看 到 


146 Hor Hk WM OX 


l| OT o —tsinw+4 -ire FT? / 
Hige} = = A vj eg 5 sin p + PT m= — @ re FI. (2). (28. 19) 


8+ £ + en 


5-7 .4E(Q8. IT) h fR z—2e/7, v—-F c BSECPR D EIER 
H* iar 1 [Od decent isein T-HT ef 
mI (ze 7x pee d 


ipm (tta 


£ —i x 
NEAL | e TELT HiNT dr, 
" —(Q— 2: -l 


DERI ESE a ER M JA PA vv 22, 就 得 到 


gs "toot | 


«d —ü—2z-:- + 


rap 去 ci --fi— l . 
=“ _ Amin 1) ñ -二 | «gie eins iT Iu 
eu 


—Ü — «t g — x +t 


HQ) 


| B 4- 3D m] 1 
十 | | E e te & nyt rr 
g— x +- oo — ü — ost 


= gi FT (z) + eos ro Hi). (28 . 20) 
接连 地 使 骨 (25.19), (28.20) 上 后， A Ten A MARE 


- ein (J — mira inm 
Ht (gg nl ` all P H1 (z) — LT HZ (2) ， 
sin PD sin iw 


(98.21) 


H: (ve: io — gir . SI qi Hi(gy4.8nBtld m)va H* (2) 
sin par Sum PUE 


(28,99 
(MARCARE LE ARERR RE), AEUR, 
H; AAE 22 iñ Pd 9k, mE ATY 2s, MEA 
TIET. BESIER AA 3 一 vz。 ERREA 
个 画 数 都 是 支点 (加!v ERAN, Y.) REAGA 0, 


329 Bessel HARINI TI 


在 第 2 章 中 所 求 的 浙 近 展开 式 ,应 用 于 公式 (28. 纪 )(28 22 
PLE 2 的 任意 的 幅 角 的 时 候 ,可 以 看 到 , 当 葡 数 v 23 z 同 程 庚 的 相 
当 大 时 ,并 不 能 得 出 良 妹 的 近 惧 值 。 现 在 假发 > 与 z BA T EUR 


q 20 Eessel pacrnm BEC 11 


i41 


KHE WEEE, 我们 利用 第 1 ARERR I EC 


EFES. 26 TRR H, ltdk vo^ z MEERA OS 


(D »lÍzr1BBBJE(»v/z-—ecoshal1), 3$ g. F Hl(e) 的 


RaR 8.14) 有 有 
HI (z) Ë. ->| ov priis since ir) dr 


— at 


~ RD qe 
JL J =f 
这 里 
f try = - gin z--ér, 
由 于 
fo- -i COS 7-2. fU Cr) 一 经 qi T, 


Pr HJ FIRAS o 一 0, MR HER To. B| 
COS To 一 008 a7, 
ADERE DERE 士 饮 十 31 (n 整数 ) + RAT 
a& —cogh77? 一 ， . 
Ap v— tin, FERH FG) fei ade in, RUN 


Refit) = E 008 £ sn»; — 5, 


Im f (2) == 4 sin £ eosh »--£. 


(29.1) 


(29.9) 


(29.9) 


(29.4) 


(29.5) 


(29.6) 


HPR IM p SSS hafo) ETEW TB L E t: 3 MEHR XL TE 


EVES (BI t= —io), MOER A ERE Im f (1) 一 0， 


+= Ref (z) # S" (zə= — ia) ARHI TES (vo — ia) 处 是 正 


14t sha s Gp dk va XT 
n3, Fr EL XE-P (29.1), 81 4 W& Sc KK 2 En 
20.1 phJ P'S SQ, exp[r fz) 1 TE TEIL S 
Ab fd Kdi , "BE ZE S Ab P e Ha 08D 
极 小 , minos SQ PA m An KC Bag 3- 
By xk S ei TA: 47 2; BJ Bü E BP zf v) Dš 
2b AE MMA ARAG. D 后 就 可 得 (29..4) 
EHE BETA 


f(r =f i) = - I (isinha) taza- * sinha, 


pf (ial —zgmbha, 


TJ BSEC ACRI PIRE a IN 


, 1 LLL 
lil(z)- — 元 gp" Cu 3 ve" frg) 


LI. E grs "inh x O AT 
zT zsln ha 
* (9 i _: —-- X ` 
L4 Doo gt cash ipa) ew vol. I (29 . T) 
Vom A p? — a? 


Hz) 的 积分 路 线 为 ROS P', RAAR PT 5] Wa R3 Ts 
形 相 扩 , AA CREDE TE ES", M DRAT 333 EIBURSTE B9 ur dU 
sÑ 

Hin) — H; (z) (29.8) 
(53 (29. 7) S die). 

BET oJ.) AE H; (2) 23 HG) RSE, BpERd (29.8) 可 
HAI Ju) ET 0. KARRE S hy akak po SE pz, B3 2 
Hi| |2,|, Brel S 所 条 的 部 分 ,相互 抵消 了 了 , 从 而 对 于 JL) 
BEEE HE Pr 2k EIEL-T H B X i. Eri ESAE Zn] 1382] LZ 
EK S PEERS S SUE. kedeh (28.18) RESERESE OMIT 7.00 , "E WT 


$29 DBessel 本 数 的 新 近 展 开 II 133 


能 在 积分 路 线 QS'R EH SPE expr f (0 WARR IEAI bz rk. dH 
Wi cx 


f (£a) = —f(—ia)= -at 7 sinha, 


f” (da) = 一 过 sinh a, 


TRH.2BHGZS.1b) Wi 


J NES —_ L gars: zin] a I AT 
:Si x 
—_ al L g coirn E (29 9 
N Xm A risu I 


(2) a>r SE 的 情形 {部 2 2 =coga l. HIE (20.8), Ek 
To 是 cos Ty—r/z-c08a 的 根 , 所 及 ros tatna, 由 于 9.6), 
对 于 通过 zo = +a BJ 855 


Imfíz)- E cosh m+é 


P R 


AZ 77 


— COD = aF lana, 一 一 十 7 
BU #uEd 29.2 所 表 东 的 曲 科 .对 于 Hr, 如 V/ 
War 一 一 地 到 图 中 《一 中 看 的 积分 P 
HREH ZVEOS.D) AW kn. Ref kz) 在 Ej 29.2 
P 长 站 处 (积分 路 线 的 闯 点 处 ) ET — co, E nsa Ao. Ia K 
HWE D, EARR 


f(—e)-i(tana-a), f'"i—o)-- diana, 
UH 
1 |» — 9m j "ZEE iz ( fana ca - 7) 
P! € gone =: _ +J * 
"(2) T pe" itana v 5 rp tan az Ç 


29.10) 
dic) Phi E BN K p E Ex tapar, J.0) sus H3 3X 
子 避 下 上 和 式 的 实 部 部 可 。 
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390 整数 次 的 了 sssel MASHA 
1. zb» EER n (Eki 0) 时 , 对 于 (28.10), £ BJ JK EX XE 
不 百 是 支点 了 ,把 积分 路 线 变形 ,并 把 积分 分 成 为 沿 着 负 实 轴 的 下 
fu MEX RUBUS EX 7 Ud 88 I ex — 3] P3 AERA , 则 由 前 者 所 生 


J, (z) = zo £1 ,2U70 di, (80.1) 


XEA- Zoe, 7, (o) 就 是 把 exp Z hi- T) xb t fE Laurent 
EFP U RAA, BA 
QUUD. S yr, (80.2) 
E s Ze Ba CRM 7, (2) BJ BEES, | 
dux E p im 69. FAHRER Jalo 二 (一 D7,(2) , 剧 有 
qase. MJ, (z) e= J, (2) +2 al) cas26 +27, (z)008 48 
pe-26[1G)sinó--Ja(z)sin88--.«]. — (80.8) 
EENAA RE MR B SESS 


cos (zsin 8) = 7. (2) 3-2 SJ (aeos 2m, (380.4) 
su] 
sin (zsin 0) =? 591 Samir (z) sin (2m--1)6, (30.5) 
m=i 


Hdl, aE Ge HU 
cos (zcog 6) — Jui 412 Y (—1»)"J.,(z)con 280, (30.6) 
H=] 


sin (cos) = 2 X c0 Jasiü)eos(2m--1)8. (30.73 


WTE (30.1) t d = 6, 或 是 在 (28.15) pi ren, 而 取 积 分 
的 实 部 ,如 有 


š PO 整数 次 的 Besssl diy fbr 146 


TAD = L | eos (zsin € —n8) dó (80.8) 
2 cos(2gin G)cos nZd9 (m Jg GERI, 

2) (80.9) 
[sin (sin 6)sin ndd m% SANT . 


ZS: (80.9) BLIZ (80.4) 5 (80.5) A 336 1 cos nó 
及 sinn0, ERG ELO SLT, 积分 而 导出 全。 

2. 加 法 定理 ”和 如 图 30.1 那 梯 , 把 以 卫 为 中 心 、 
过 2 Jo utis B3IBUFEUS ZA, E XAUDU IA O0 X pe, v» Q 
y 的 图 柱 画 数 的 五 式 , WL AW ERA. Sr DEBE a 50.4 
Hke e Ie s, y iie EM HA yc. 

HERTE 7 (z) Patak E28. 1O 28 z = (a? ty — 22% eos p) 
= [(y— se) (y—ze 12, RE 


1 
_ ger p 
# == | Jagr. 8. 


名 能 将 (28.10, 式 写成 

A 1 g x?” C42 e y— EM wg met 

J| (G) 7a (5) |: “exp| (05 7 9g jas. 
ITR bia CERES ETERA 328 
RE (s-3) 1 . 22b — as] ; 

THUS IBI (80.2) K JF JBE H1 (25 . 100 3548543. 

Ju aat dry cog 9) =. , (z) 

== - F. (=Y [7 E: (s-4) S a, (zm) et "Pra 


pud 


ip T o . 
uv ) 之 Ja (a) Jus "t (y) gen? * (ad . 10) 


146 5s 63e [B TE o *% 
疆 外 , Zu ME qr BR HB BJ SI PS cou fE y ECL y b, FE H. ICE 
y —mei"-Eze H = pe ze. HUB TSF 

J.) E Ju) a Qe" (30.11) 
AFERE YA P Ab B HERAA A LA O X; Ha > BER XE 

X PAARA Cak z) — GJ, (z) -F b, (z) y 8e T py 

by == C71)" 5,, HASA AA Ie xA us EHE (0.11) xe, 
HHE (50.11 PERH v — v. qp, d v, ERISTUESIRSIETI 
b, , RAW ZI AAA, WWAPPOS SR 

oula) ote S o, QJ. e. (30.19 


比 外 ,上 面 的 公式 当 条 件 [y | 7 [sete Sri XF — 213 aE 2E 
AILES 


$351 £A Bessel rg 


RO EEA Bessel 两 数 有 具有 非常 简单 的 形状 。 这 和 册 ,在 
(26.3) FB, 了 是 障 Laguerre 和 多项式, 从 而 (27 .5 的 航 数 必须 在 有 
BIR k Eo 


在 H1) 的 积分 表示 中 ,如 果 z T. EL Pr pipu pik HU, 
mifi e 


D, . / 2 
H (e) m il et (31.1) 
2 


CL 


ZRT (26.15) (26 21) y oti 


- —--— U 


HV =i 32 7 - Y. 
BOUT ur ° °? r (2) 一 zz Bs, 
(31.2) 


J, (= J — cos: Y, (z) = — 4 —cos z 
4v cz i y C me 8 T. 


对 村 * J, (2) HJ xk Ah e At m AXE pa OF AEH, 


E31 PATNA Bessel gat 147 
R (81.2) HER PLUR TE Ze sz (28.5) EE RERE 
SER "十 可 BJ 0o. B 


"ifl “y (= zo 
v > 7 


- elz 


Joa OD yy z 


z 


HU, (2) = (1n ; 2 Ui i cy et (51.3) 
nta T s dz! g 
| AL [2 mafl d eos z 
/ (nup o VŽ i " Y da ( z ). 
JGAF, H (26.18) ig AER AGERE 
Y 1,U)—-(—Lb""J (2&1) (zy, (81.4) 
z 2 
BF 54 (31.83). CE EUH. Zr SE H A pR), 9k Xd (27.6) É 


(AT y wp A 
| | $9 . | | 
"P mf -2 U un ()sinz—g, (zYcog zb, — (BI.5) 


FERIA DAN 


a 1 = 2 — n-$ c] 7 
I quay (2 VY -2 (—D {gy Dsinztf,, (0082), 
(31.68) 
例如 有 
1 B: n 6 
fab ficu fam Ul, fio. 
3 
gı =Ü, god, Fs -—s gi = 1 
= z 2 s. pk: m 


此 外 ,， 如 储 对 球面 举 标 的 Helmholtz AFREK SERERE. 
HERHAAL E, SERA, 分 7r 一 %, 就 可 
得 方程 

d R 二 R-P prR=0 (81.7) 


dz? 2 dc 


145 Her EE TB vu SU 


(2888 (0.10  (5.24)) , Ap Rz) == z Pap (2) , HL EE US 252213 5 p 
为 (26.1 p vent 1. 899832, DARO 可 以 表示 成 为 


PUPA E Jail N h. tz) — a; Hua (2) ^ (91.8) 


TORRE E PEE 
Me — fN SKD Bessel SEE, 在 (26 .9) vb eL, Hf 
4r cosU — 1, RARAN ARGA IMRT. D EUER 


- 世 -j F 
za 7 


1 ，， 
| eti] —12)*di 
-t 


J (2) = —— — 
"d m x Tro ql 
ME: + j= d y 
PI mila edm 
i aft , i 
= gr "E e*t Pitydt, (81.9) 
T) 8 (C31.9) Jer , BH 
iG ue] eP, (dte S. | emm Picos 8) sin 048 
" Us fa " Z5 la h T 


(81.10) 
K py ER Y SR I ER BUSH EE y [SI SUR CZECH, 由 于 变换 
Her e" 而 成 立 的 壬 合 关 系 。 这 个 关系 与 (30.8) (80.9), Bu 
H ERTH Var cos n9 E333] PREYR EY. 7, BEER 368 Rz IRI — P s 
aa 


$929 wF; BesselEq2y 


L. 3 (2) 中 的 x — P S Ek — 1? Bj. 期 可 以 作 代 换 br 
IET roo. FERRI 


ena meg Borsel gn s | 140 
DU pi 8E ) Reo, 32.1) 
a 与 (82.6) 中 z Z HER 2636 XR z= cda, fk J; b Wi 8 2 38 p) 
c (qm) XR. EE, Z Y HIDE R FE z pyano Jy DB, 
IME S FRAU dc FER Xt, Bn 
0 (a; 2) 7799 Í 


H (m = g Ta (y) = 一 s OM n m e —. 1. pi 
r2) | n = à pt £'(v-E p L) Lom 


up), (82.2) 
Ti Q$UU pn god Q1.) 
K (a) = Tg e Hl (m) = inva 
-A s a)" J z 7 (oe). (32.8) 
3X p V Zr HAA — Rb VS OARA E Bessel pt, 
APAE ps ppp K , gui S nf Ela r pa EPEE, 
ode! TERUEL —i 的 情形 ,这 时 方程 


] g p ; 
. Be zog pU (32.4) 


E 
WAER Dre I 32) , x, oh ， 把 这 再 个 画 数 分 成 实 部 与 虚 部 
IH PASO Ty 
IgG = þer (m) Hiber}, 
(82.5) 


1 
Kgí($?m) = ker(z) Hiker), 


第 了 音 Mathieu gj 数 
$33 Mathieu 微分 方程 


第 ?2 章 中 所 讲 的 二 杂 Helmholiz AE 


Ow o, 082 ras, 
E DE ra ur O. (38.1) 
丰 果 把 独立 变数 z, y AE HB 
cz--ccosh£cos5, y=c sinh g sin (85.2) 
p yE ERRA SE Pa (S, 2). MUS FE 
A ee + 2 一 (cosh2£ —cos 25)u--0, (33.3) 


MER eder cBg8g ELS HA TA o DHA H RM, 
Hj zz, H ^E RE F WB Ir y ys 


| dH 


dia + (,— 2? cosh 22) E — 0, (33.4) 
E£ H "ZEE. ^ MB 33.0! 
d 十 Ck — 248 cos zy H - 0, (33. b) 


光电 h= r2 APELS. D) UE Mathieu kirp RE, Jy f (38.4) 


时 做 变形 Mathieu 微分 方程 - 容易 看 出 ,88.4) 就 是 在 13.5) 中 
介入 氏 警 活 所 竺 的 辕 果 ， 本 章 的 上 的 ,就 是 要 得 穹 作为 这 种 方程 
的 解 所 年 光 的 画 数 的 一 些 性 质 。 
PHR Mothin 繁 分 方程 其 有 形状 为 
d^« 


dex + (À — 2E? COS 2ziw = Ü (90.0) 


这 个 方程 含有 网 个 次 数 A 与 ha 在 物理 学 的 应 用 中 ，, hš 常常 是 一 


$54 BREE wi), wrt 151 
^g EE ER E y. MATEA A. a ORAHA HAE, PF 
3m 3e (58.6) HAWE — Epi EA 2o 为 周期 朋 解 ,从 而 
13 X TEJ WW OS WS E. 本 书 假设 A 是 实数 XXE. A PAER 
Abr gk M o ,但 是 于 得 的 辕 果 常常 洁 于 一 般 复 数 的 器 也是 正确 
tom l 

4 ECBX Mathieu A (83.6) Blora e 2, FEHXIT-HI 

有 有 限 的 z PX DERENR, RNEER IET ESEAUR 

非 正 草 的 。 嫩 时 利 用 变换 u= cosz A hore, AR 33.6) 
xo 

EM - E (A-2353 Ahr) a 0. (88.7) 

PRT FE ADES p- +J 是 它 的 正则 奇 评 点 ,而 以 -co 是 

PEBER. MA mR o — uh *o, MRF v 就 有 微分 
方程 


1 
EET ga zl E * 
— š - — = — — 2 __ = M T 一 了 二 
(1— u 3 3 T 2 1 "E ]-A4- 28? — AR? pn i-a 加 0, 


38.8) 
这 个 万 程 的 形状 与 Legendre 方程 的 形状 相似 ,事实 上 , 根据 下 一 
齐 半 蒿 的 糊 果 ,这 个 三 程 的 解 将 是 回转 酉 球 画 数 的 特 南 。 
s34 ZERP ep (Z), tpi (z) 

TFIBPBRUHPIPEZE SA S BJ Mathieu F 883.6), 

山 于 (33. 人 对 于 一 切 有 限 的 2 者 是 正 虽 的 , 所 以 对 一 定 的 
22, TAA Yf o 及 52 在 这 点 的 值 , 一定 存在 蜂 一 的 符合 
PORE MSATEBRVMEOD. 这 个 解 在 全 部 和 平面 上 除去 ee 以 外 都 是 
正则 的 。 换 一 何 匡 来 毅 , 就 是 方程 33.6) 的 解 都 是 整 画 数 ， 

此 让, mE eo (8) S 20 (29) PARETE A wE A2, 388 2. ERE 


159 $E73: Mathieu Vë 数 


(88.0) HATEHA E EE USE fg h° BE Hi Egas CET m a 3848 2, 
de utr T. 
"uy, Jy (SS. 6) t3: 5 y + (À— 9h? cos 22) JE z 的 

IER EE. BI OR — ir AED ue 2 ; S, wl — 2) HL ERATES 
的 解 , TE e (2) dew (—2) AL JEE Jr ES A 9 , BUS SEX 
WIR , Jr (35.8) FIR IUA B EHE ES OB HJ EL, SOCRIUSR DR 5 
[P hy 29 Er , EIE THU BI 

wy (2) =+ (— 2), w;(0) =l, (0) 一 

uu): — mu (—2), 40)» o. wj (5-1, 

RIA t PAR 2 r Rë 


el (84.1) 


CAP 二 (.— 3? eos 22)4n, — 0, 
J= | 
"e tO — 25? cos 22) wy, 0, 


JE By yi 293 —34 及 wi, Ra, WAAL HD 
EAT joo P Les PC SRE. ERARE 2—0 处 
hs Pese HE s SA T 6: 


m, EEN — Whi- BS —1, '84.2) 


BA T e Ey Sg. _ M + (A — Z&? cos 225 X-T z PEB, DJ z D 
"EB ES, NEG WI JS qo lete), ena (237) AR BRE (323 . 6) 的 
fg. Pd Fb hira RE zn; (2) E e (2) EAE —ÁBISEEPETR Ar, BID 
er (zd) = Aw (2) F Bo L2). 
d DRE X Tr ava, PIE yT z PIE 2 — Ü APER ST SS Hi 
AX ARB JE ABI 
A0 C (zo m) == (e) ang (Z) deno (sr) (2, (34.3) 


$24 3E2K5R wis), wr) i535 


同样 地 能 有 


wp ZET keni Tr (Tt, (94.4) 

在 (34.3) 5 (94.4) HO AU HERE e— =, 就 有 
1= so G)*—s)pmuime) .S4.5J 
O= wni {aw mw) nw. Bi.6: 


d (34.6) i P] ao, (00) 一 (0), SEXE wnal) -0. BEW ia 
后 痪 的 情形 。 如 此 wuz) = O, Hia (S4. o XD an (0) .1， 殷 
Xo A (84.2). WS wn Gr) — + 1, PF AIC Pm E 43 ERN 
TUE. SRI H 

wp (m) = 0 x). 84.7) 


JM. Jute (84.8) 5 (84 4) UC FERE 2 — T MA 
v ( 5.) 一 api (m) 00 (S) =) wah Z) ; '84.3) 
v (S) = Wi (m) 2| ( > m- etr Gr) (3). (84,9) 


[E EBE. TB a CP P s EAT zm UE 


-aZ eG) Gee) (4.10) 
wal Z)= ~ wula Het) (8). (94.110) 
XH 84.8) SEL wi (25), 383551 w 7 aea 10 itc Y FER ERG 
BUR (84 2) 所 得 淹 的 关系 «o (5 jut (S) m (S) (5) 
就 有 
a (ze) = 2 (= Ju (=) | (34.12) 
ERA, IH (84.9) RGDA 
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wi 6) = oÓ S un ( 2 ). (34.19 
另 一 方面 , 如 以 wnh T.) SR (94.8) , REA en (S) f 
(34.10) , 旭 得 
(a) =e (S eb em Gu  ), 


把 这 个 公式 与 1=o (2 jun )— aa ( ya ) fun, 或 是 相 
不 ,就 得 下 面 的 关系 式 


wla) 1 o (Z aot ( 5 ), (34.14) 
P (x —1)-:- Bus jus Z). (84.15) 


这 种 到 式 将 在 下 一 闻 属 周 期 解 的 分类 时 ,起 重要 的 作用 。 
另外 我 们 还 要 注意 一 点 , 印 这 里 的 (0), wi( 了 小 -等 等 者 
是 与 h° RUTERI RK 


$35 Floquet 定理 ,前 有 指数 


由 于 矶 程 避 3. 人 的 的 系数 是 以 和 为 周期 的 夯 数 ， 所 以 如 4383.6) 
^"3ETESECE O 的 解 o0, BI] wit 0) SRA, AE IS] zr A Pe A, 
RER c 是 某 一 待定 的 常数 CPI FREA F 

ap (zd m) = ap (z) (35.1) 
HJER. pop Be E a PE ERVERASCE A ni B ERE. VA SEEN 
TE ]— ABU B B De SE J , BrYR(G.15) 5 TARRA: 
an(m)-—ow0).  a'ir)-—oa (UD. 
TÉ eo (2) HEEE «0, (2) 与 20, (02) 2E P 29 Aw (2) + Baez), 
3b 2. ET 28 PE Ff i E E, 


$35 Hloquet EE, M Ayy 155 
(uic) A+ b = 0, 
WI (z) A+ (ani (m) — 0) B -0, 
消去 A.B 以 后 ; HHLA (94.7) R (84.2; SERE] Y o Primi E 89 
EL | 


g?—9u im)sg--1--. (8b.2) 
他 
g =e, (35.3) 
则 可 把 上 式 写 成 @ | 
COS mv =i (mi À, RÀ. (85.45 


WIE (85.0 ÉI v fü, TEREA 15 AT, 只 做 固有 指数 。 楼 
据 485.4) 可 以 看 到 , v ERAR, Utr d ROEA 4B 8Y , 
HH iE v 是 固有 指数 ,中 对 于 已 输 的 入 及 e ENJE (35.4) f 
AARTEN Mathieu AAA, 3X T Eq ART 0, 4B EEA 
ap(z3- m) 一人) (35.5) 
S HPF BJ ERES Eloquot SE Cfe i T- o3 th x RRÉEER2y Bloch 
HE) a | 
UL (55.5) BgpH ap (2) REEL FERE, BD Xn. uz) E 3E 
—^q M se 2 Js] RJ Ps rd 3 , Ri 


qo (2) etu. (35.6) 
AE £ EA ERR BI] e77 d, EE 3 z Ay ARE, 如 果 把 和 这 


个 iz) 号 成 
qu (e) — piir tdia a udis, Fa 
ANDRE daE(G5.6)BfapbA e--29] te r EA, ÉD EREE 
Sa^ p^ afr Je sb + 21 Bue. FR T ERE. ERAS — iv 
;这样 规 定 了 的 指 狼 时 做 换算 国有 指数 . 
现在 我 们 仍然 利用 没有 换算 的 固有 指数 迷 厂 究 进一步 的 社 
E, 由 于 wi AER BSEC. HEA 1 —0 mr , EROR 
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非 党 简单 的 形状 

| ap (2) = Cen? -- Date (3D. 1) 
(a= A)ügiX s, Du P ECRÉBUSUUEWESL; Floquet 95,352.a 
ERIR, $t BC D=—0, Bn z (z) d SE ES BA B 8 BEER EE 
TRR B He PERI EL IB e w (2) oce", FPE, AARRE T 
TARRA Y, MAER a-vc2M GEO. OH, 我 们 就 定 
X iis IE DAR OD 


lim wig) = e" 160.8) 
Xi 


BJ Mathieu FERM UHER s 的 Mathieu Hg, +H 
Meoixner WER, 把 它 记 作 ma (z 2). SEa UD E N EE 
^, HARPA. d, À AUIE s 与 局 完全 次 定 。 这 样 的 
v. RI E BIB SE APP ER ERA Ta Ra AEA Tao 

#HPL4E(S5.7)rR a EAIA BEA OLA esa. (GC d De sy, 
xx Bj Bn f£ CD 0, 也 能 为 Floquet SR, ONCE EXC hy JE ti, 
Him w (2) 不 能 是 一 种 指定 的 两 数 。 HPR, ARITE v 
TERRIERE T, 9: EW TTE BS E V-—RE.ARAE me, (2; W) Mv 
次 的 Mathieu Hg, TH Rz24 v RE SÉEEBI EDI ASH 514 T HER PRPTE 
T 8g BE. 


$96 解 的 稳定 与 不 狗 定 


当 pf 和 不 等 于 士 I 时, 满足 485 .4 的 2 ASE 26 XE. 
XXHp, me,(2,57).5j me.,(z, hy EI LEA y£ RUE, 从 而 形成 
THENE, 

Ani h? Lg A MES, H sport h, 后) 是 实 的 。 这 时 ,根据 
"ESSEROU EIE I REEE IM, BETRELRWEER BUS PISUSEBES 
Bh . Hob JE Hy Doer TIE RES 
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CL) 34 jenka A, AP) 1213, AA (95.4) BÍ 23 p d^ EAE 
ZA. BE s—dLór(0), 32 HF PEN 4° 3 n5 EE mee (z; A) 与 
me_ (z; Py 着 县 由 于 成 立 若 关系 式 0 
ined (2 nor; h) 一 
BIEÀERET me, (z; A9) z— — co Bp, AA mes. (25; AA 24 aoo 
H EPIRA TEAR, TEE- oss ooi 
EAI RIRE TEXCRPISUE- F 481565: EDERE, AP) E 
iz" REE , a AREE IGRI G, A?) fpi RERS bk BET RER 
坡 。 
(H) 23 | G0: A, h y| XL Bp, JA (85.4 RTDIUCÓE p. v 为 实 
XX. 在 这 种 情形 下 , AMTER 48A » 与 国有 有 指数 一 > f VN A 38 
这 解 , 扯 是 由 于 | 后: 所 不 一 切 的 解 在 一 ce s t oo 中 都 是 
ABS. AAM: 艇 是 稳定 的 ) 浙 足 这 种 情形 的 上 (A, RD E 
TH PP DC o Hf e U dii 
(UI) 35 (m; AR)! — I IE, pH n (m; A, 29) = +1 f) HS 
ERARE v, v ERA, 和 如 时 在 w (az; A, AA == —1 的 情形 也 
IE v, v ERA, XH, me, (z; A?) fe PRSE n. ZF BU di El z 
z Zo 23g Fe] UL EAT Jed B VC , 7G SEHE EPHE EA LB. IBIbibitpRM 
BOP ek y Pe Bi Sh II WE EO PLM 3 
EAS TDP E un(a)-—a(m)-d-1, HB (84.5) 有 
wrr) =0, Bie wl =, aE i w 0, 33852. 20 (GO) BR P: 
Fiogust dE. abe walm) =0, WA apa (2) EX Flogust fg. PA 
FEPSIEDS Floquet Hiari iR 2 A SE a PM ËF. P 3k: 3 yi 
uwi(z)- OB SE AMT w (m) = 11, o.c) dw, 
HASET wite) SERRE 2—0 处 的 值 后 ,就 有 
Wu m) swn a a wni. (36.1) 
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Riar fz) =w (2) + — 20 Gr) eo (2) ; H| 026.1). WE f liz m) 


". 


=W (2 二 三】 一 (Ha iimw 2- Ael) T wW (ze) wg) 


--fo. B s 是 满足 关系 式 f G+ z) = + f (z) 的 图 数 , MA 
程 的 第 二 个 解 可 以 写成 


won (2) = E EU (Ga) +f). (36.2) 


BERAE SIX RSS BEROR SFO. 同样 ,如 果 wu) — 0, 
HIJ qD CR) Ji H'loquet BE, XT hu T- TAES + Í Ayu z+ m)— quu 
AREE ARE a 


a (0) — + 22) ws) 9) gite) o deg) (86.3) 


的 形状 ,从 而 这 个 解 也 不 是 有 界 的 。 

Ahad WTR EKSA RE :区域 的 境界 精 形 (111 1 ， 
存在 着 一 个 Floquet BZ, CESA H, 而 太 程 一 切 其 他 的 解 者 不 
RÉEL, 

Pe a 28415 S JL CUR JS mo, (z; ARER, 3$ 6 E 

me,(--2; A = meiz A^), (80.4) 
对 于 这 个 关系 式 的 证 明 , 首先 注意 到 当 用 22 变换 变数 时 微分 
Ji f& ES fe J, B me, (—z; AT) 与 mesie; 5?) XF PAIRS À 33 h° 
都 是 Mathieu 碳 程 的 解 ,此 外 再 根 据 下 是 对 应 于 国有 指数 — » 的 
Floque; H, TEAME r EA RER, 

FERME, 如 果 A? espa A e Ae SE , 
À 必 是 实数， 

REH WERTERA, € A^ BUDE SEX eco E GE, qa 
l'lejuet AE monz A5 ife. HA 


id 本 * & | dt EFE. w 
A T LA -AR Gos 2n w= O. (o5. 0) 


8357 r XE RECO. ERSTES 159 
EL XS AER CPC 
d^ 
ez? 
3b fEXE (36.5) 3811 w, 37 (36.6) AEA w, FERRARO, 再 对 :在 
[X I8] CO, oc HEUBUS- , RIDES 
(2 ger cH A) Ë — (À — L) Jie dz. 
TIUB XE 3X, wito) c e we (z), wim =e we). YA RIETI 
的 徽 分 关系 式 ， 就 能 证 肯 等 式 的 左边 等 于 0 。 妇 和 =, WE À Q 
Ese, 
H1xX 4 SEC, rahe SEIN PA E, e A? 是 实数 时 ,对 
于 实数 的 met AD 5E me ,G; AD —^me,(—2; A.U THE. 
JES HV r. FERR 
me,(z; h^) = ce, (2; hP) tise BAY, } 
me. ,(2; A3) «oe, (2; h^?) — ése, (25; AD, 
HB. ce,Q; hA) Ej se, (z; h?) 都 必须 是 实 画 数 ， 插 且 耸 别 是 偶 酚 数 
£3 Sr B4250 , SII 
ce,t—2: h^) = oe, (2; h seu ( —2; h) = —so,(2; 7) 2 (86.8) 
24 h—0 [RF , IH ahh me, ce, 86, ZF HA X EH TIC et: cos rz, sinvz, 


+ (0, — 9h? cos 922) w= 0, (26.6) 


(36.7) 


$37 ?> 是 整数 的 情形 OD , 轧 期 解 的 分 类 


AT Mathieu 图 数 的 各 种 应 用 , 餐 妇 研究 有 周期 性 变化 的 强 
怪力 作用 下 的 柔和 六 的 振动 问题 ， 或 是 雇 定 曲 体 和 电子 的 波动 力学 
花束 问题 , 其 中 最 为 重要 的 ,是 对 于 已 前 的 hb, 需要 了 解 和 所 在 的 
WER, xx EB D ERHE A He5 ur XRLeeO.. R9) 平西 上 稳定 
pt di 13 Is BE [X BERI dia e , Bn 77 gz 

wi A, hU) -l (87.1). 


160 67 Mathieu FB d 
BEESZRBUE EE, ARESA TB2 v ER J Mathieu 方程 的 
EUTRE XUI ZR. 

SH, EAH, Mathieu Rigg Dloquet WHA Ej] 15] Vo 
或 TT， 这 种 样子 的 解 我 个 称 之 为 周期 艇 ,根据 $36 mus LG 
到 ,除去 0 的 情形 ,如果 Mathia 六 程 有 有 一 -个 周期 解 ; DOSE 
的 六 一 个 狐 杠 的 诅 必 定 不 是 周 划 解 。 

现在 我 们 利用 对 称 性 类 车 周期 解 分 类 。 首 先 员 二 Mathieu 3 
程 的 运算 子 2 (A—Z2À* cos 22) 对 于 变换 z— —2 ER z2— mz 
EPER. XTqUBSEani EU RH 37.1 中 落 在 单位 问 上 的 点 > 
Riak, Mat, Mathieu HRE FETE c 
AB Bul Bos AAA pA £$ CD 的 反射 F. p 
Tz EPER, Xie, T Mathi Jj p A 
Br E, Cos Tay ToTg pq 9638 PNA HS PE 
(hip JS EA I, ride Pk +. 2: D 
(oocs U32482 oc ERE, Me FEED rte 图 37.1 
BA 2m), AARET A R B eE Cu, EE. 6— Jp, Mathieu 
2j Ei BJ JE) PM o ZEE rB SIBI | E E BA 6 EE 308 4X IX 8 R w W: 
Hr ERPE G 3E ky, PAIAR A ASE AS 8 ET Dp 5428, 
一 定 恬 承 了 这 个 群 的 弃 葛 发现 久 。 这 一 点 我 便 可 以 田 下 面 的 讨 
WEHE. HRS 是 Ow 的 任 一 个 元 素 , w 是 对 应 于 入 , h 83835) 
PE. 352. w WE JH Y 2838 S a, PRR Se 也 访谈 是 对 应 
于 同一 组 入) A 值 的 周期 解 ， 但 困 对 应 于 同一 组 入 ,六 的 其 能 有 一 
个 独 让 的 周期 解 ,所 六 非 成 并 

"D == CS 

Anj, beit SENSE cs 就 构成 了 群 Co 89 AER, 诉 一 
MEXCBLUSER ID ERRA D, 


$UT + 是 整数 的 情形 (1) ,周期 解 的 导 尖 161 
HA, RETE Cs. HSBERNIZGER , 根据 把 Co, cx 分 别 对 应 51, 
共有 四 稳 不 同 的 组合 法， MGnrH]bEAXAREUDASRISERJISM. 对 于 这 
RH, ub ED Pp: 37. 工 的 肉 容 了 解 它 的 其 你 形状 ,我 个 记 这 四 
种 表现 为 4 Dl, 5 €. HXE BRL RAR ATER ALB, 有 具 
3 35) 85325 oc B9 oL OIL BR, BD wieta) — wt) A TER A, B. 
FUR MIA 2c 的 周期 解 ， +E 2426 yle mM, WA Ey as, 
B|) weta) 二 一 名 (2) ， KREDIT > ERER 
HIRDE, BWT wk) =L EDA wlr) = 1 BBS, 此 外 
在 表现 A, 4- 中 w (2) 是 周期 解 ， 而 在 表现 Be, B- 中 tor (e) B 
局 期 解 。 另 外 在 A B- af a (T) = 0, Wiz AL, B. 中 有 
2U (z) =Ü 


KI #Or FARRA 


BER An w Gr) = +1, MIR (94.15) 知道 (E Joa (2 ) 
= 0 325 vil 2 一 0 时 ,周期 解 ut2) SAM A, (m) -0 


-  — —ÀÀ MÀ ..uua..............I..... 


O PI Coo hraa Ras, SHAH, MERG d.. do, BL, 
B% di, Bs a, H4. 


162 $4 7 e Matbieu H £f 
(84.14) 知道 如 (下 jw (.)- 0, dmi wi (5 ) 0, 3218398 


wi(2) ETAM, dnb wa Z ) =0, BALAM wa (2) 属于 B 
^l AAA REEL TENA 332. 


"om ome | 3 n my pg xc d 
— — L2 d. — _ 
"o gni i . "TERN 
i | a fii w, (2) ur) abu » a) =0 
| BEEN 
I . ` = XA 
I. m er | "Ita s wimi = — u ÜY =Ü w 7 )=0 
| 
i ` Cw 
da dor T1 wr Cz) [x3 — 5 (O) wt =) = D 
b. | 
4i. | 2 *T 0 WIED ii xX)-—iuiu i-i) w| z) = Ü 


dE h—0 WWE, AEWRE A., B... AL, B- EDEZSGS 

832, 4 S| cos2ms, sin 2mz, cos Amt i)z, sin(2 + Lz, 

(m -0, I, 2,--) 9, +E ELB Whitaker HEE., 25 4—0 IF. 

Vier 3x [q shiuq Jc Bj Jl 301 BZ £F UI SS TE. Cean zh) sos (2152), 
COg 441025 A’) s S0a444(2; A, RMANA 

| Hm ce, (2; h^) —co8 n2, n= 0, 1,2, .-., 


lim se, (z; h^) — sin n2; n= 1, 2, (31.2) 
h- 


Hi P ee, (z; AP) Jg se, (z; A? HE RE HUE HU HE BS EI. BH Key 
DEFE Fourio B, HMAF A... A- B, B_ Bp 
H. AFERETO EHR RE, MAn OHR, EM Fourier 
EFIA D: Jr F BJ B37E JA . Eit 

A, 型; Cean (z; h2) 一 > A27 (h?) cos 22, (87.3) 


A. 30:. Oams (25 h) =D AES CH) eos (25-41) 2; (87.4) 


BUT ve ROB EE. 1, LIEU AES 3 168 


B, Wü: — sea; A7) =. Bar UC)sin 262, (37.5) 
8 2d 

B. 9X: sequ; ho S! Binn UA win(2sd-l1l,2, (87.60) 
a=) 


HAE 3 he0 pues ut etii TE aH 53 (037.20 —$x mA FENA 
RAS 
lm ALA =Q lim ,hl -Ân (37.7) 
f hri] 


PaE À EEUU 局 p, RAT ce, 3%; ^?) 
B. HAGHE A An (h), AETH sen RO HEE A SAn) HE 
当 p0 时 ,有 
lim A (Aa = lim $2057) =n, 
A >Ü hn 
n—-0,1,2,-.. (94 .8) 
在 这 种 极限 情形 ， 册 -个 关 = 宇 ,所 以 存在 着 两 个 独 衬 无 美的 周期 
解 。 伍 是 一 般 当 交 关 0 时 ,根据 前 面 的 讨论 可 以 理解 , 不 能 发 生 象 
现在 这 种 退 光 情形 所 形 底 的 欧 系 。 MA AARE neg. IH 
EE À— AU Epl s (TER = 0 KRAER EAE, 
A T OBBI 
AERA GIG F h? BEP USDIES Mathia WA ZH 
XR. BAMA EW, Mathiou A- pae dA 


2 25 hê->— h? (87.9) 


he 525 Ra a, Bn E Ed — 2. ke), ji A? 换 成 — h, 


各 它 仍 是 Mathiou Jj f tfj E 3J 82, P E: cos (7 — z, Dae 
OC2n (2, — h) Wke r IH RS BUE ERPE TAE 
Com (2, — A7) 的 位 相 , PARTAJAR ERRER e BOX: 
se El 


164 站 ?了 本 Mathieu 说 d 


Cas = —z, he) = (— l) Cesmi, — RP, (87.10) 


FFER eue UI ELE HY RERUN. 事实 上 , 当 施 行 变 
换 zl —z£:BbOUC A. B, 型 的 解 不 发 生变 化 ,但 是 村 A, B. 
MWR RET AZB 的 安 化 ,注意 了 这 个 事实 后 , 必然 会 
GEILE 


LE: 73 a) m ( a L) Oe, + 1 (z 9 h^) , (97 -11) 
sen ( S: -- z, 2) = = (—1)*s8es4 (2, — h2y, (37.12) 
ses, (A 2. P) (—l) "cosa (2, — M). — (87.19) 


根据 上 面 的 糯 轩 ,我 们 就 知道 在 CX, 如) 在 面 上 ,曲线 A — AS, (h) 
与 和 一 3868) 对 于 入 抽 是 对 称 的 。 但 是 曲线 和 一 和 5, (AS) 与 
A= Aime A 都 在 和 轴 上 交叉 ， 芽 且 对 于 以 太 抽 为 对 称 山 的 反对 ， 
CRER, B 
Ai ( h) AS, RE) p M 0-5 A A, 
Aimar lR 一 (87.14) 


$98 r ARRAJAR (D BA AR, AD, 
£ CAP RARE 


2 Y AAETH AQ) RERAN AQ) 5 BOO 的 形 
AR ETA Hà A. 20 AE COT .3) 作 为 例子 。 
EA. RISE A 
de 一 ~ 2 Aa COS AS, 


把 这 个 式 子 代 大 Mathieu AR, EE 


4a 


$58 ; EEIE), BASE AUS, 400, BOT Hz 165 


dap 


uui 于 s 2A cos 2zY op — MA — 187) Ap, cos 282 


—h? Y A4 deos 2(8— 1) z-F cos rs 十}, 
ik Hiit cos 282 Bg XA EOS 0, ESSI Tg AES. A, BEAR 


NS | . ` 
Aw ys pr Mat Aaen =D, 812.9, en] 
| i (88.1; 
À. oaa 
二 4023 一 人 0。 | 
10 3X 80 JE RLA SPEAR Y b RAE TAERE, iR 
fagi =e, (38.2; 
HI EIER ZR 
20 
1 E 8 2p, | 
= | | (88.8) 
"S | 
1) Dh? " 
H 38.8) WREE PIE ELA CGU 
4 3 j + | 
(A) LH EE 


A—A pEi 3924 ^7 99.4) 
这 个 就 是 决定 函数 Ain (V) Ra TE, BOE, B 3iefi m S 
相应 的 公式 如 下 


MIO A 

[ig x * —— d 2 aaa l —— _ —— 2. r—— »& "i 了 

(A) Ao 1 CI Y + À 1 zi: +a d —R » (38.5) 
ÀN E EN A ! _ h: MEME DET " 

(B, ANQUAT thr A= 4 Ya = Tga 4 (20.0) 

| ' 
BJ) DT 
( 


BA 95 A  * ` 
dr | A? AES AREE. A (P) S[ LGP E 88 Of A? Gode 
EDUC. 根据 (837.1 少 可 以 看 到 , Jas O7) 可 以 表示 成 为 h: 的 整 党 
REL, Aoma A | "T 1 3e 3 vss y h^ Bag SERE dE, 并 HL Aom- 3 CP) 与 
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Maa AD REILE TP 瑟 的 奇数 乘 寡 的 项 共有 不 而 的 符 导 
而 上 ,这些 报 数 的 起 妈 几 项 可 以 和 出 二 面 的 束 耸 式 求 册 。 

下 面 作为 例题 ,我 们 许 解 一 下 ,如 何 局 时 求 出 适用 于 在 最 子 力 
Sept B oss ter ba fT, DJ IM pts fi 

XF Mathieu JE. BI 0 


À. =- M mh”, Ma mn (88.8) 
FECI 
JE 
"m >: TE (88.9) 
RA , IHA 
(Ta _ » . u A Tan, š 
did - T (À — 2h (UOS 2:) TA = - 1 dà Ó+ gy. ji? 


NM auo, Lh? — 2 c08 227729 ap 992. 
£ T s 


AJ Y B: K 5 Ba F 0.4528 8x h> RAA 0, PH 
d*ip, 
2 


Ñ+ map, = 2 cos 22 "SS GU... 
tux] 
s= l, 2, -=", (88.10) 


此 外 , 如 果 对 固有 画 数 依据 | de= z 使 之 规格 化 ,区 有 


r wld = m (88.11) 


| usn, da =0, 
8—1,2,83,---L 
H EGET ERE A—ALOU) IER ERow—ce.(2; h) 的 情形 , 这 时 全 
t9, — cog nz, FEAE (38 10) SE EI wo, EROR i — ov 33] PRA TE 
FARRER 


— (88.12) 


BGB >, RXkgCAg ER D, EE ATAS, AGBS, BU) Eo 167 
a (ap (hu, y |” 
| a a nn, Jd = (w 2i 
1 2 
+| n (ts Jd: =Ü. 


大 并 根据 等 式 的 右边 得 到 


F 
TE, — 2f cos 22 COS nz. 20. dz 
— T 


s— Í X 
—2 0 | Wr COS nz dz, (88.13) 
r> 1 —X 


HK], ARRS Y^ 206,464, 206435 do, Gas 1, Gà 以 后 ,就 能 庚 害 
q | |, 进一步 再 用 (38..10) SERE DLE W., 不 过 这 时 [hF ty 5 E 
JERE wa BOEA4AR—-[CRGEBUH Á cos net B sin nz, (H -E bT w 
RNA, FRE P= O, ET A e[EAHPQS8.12)2KUrAE, 这 
PE, PATIA VISK R HEOR a, W Gas 3093, TERATE 
[5 op EAE 


ÀS (h) = n 十 村 n=, (38.14) 


TY n 


ce, (2: Bine" eos (n- DI jp 十 …-，。 


&tn— 1j | Á(n4-1) 
nz. (38,15) 
AD n=l, 2 iL TRE kE RE r 7g 
AL) SIHA A hiho, | 
| (88.16) 


ASA) = A joh T, 


co, (z; A3) cos z— cos BeA per, (98.17) 


IB JE XL T psk k BL Sr fe EO 0 M AX Pg. 
FFERR, Be AE Sp rh 
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A4 RA) =n Ea -T hte: meg, (88.18) 


MEN "E 


A(n — 1) 4(n-cl) | 
n=, (38.19) 


sa, (z; h") —gin M 


EBAN 


AR —1 一 加 一 二 十 Utt, 
(38.20) 
Ae (AP) = 4— Lt ZA 


3e, (2; À*) —sin 2— Lsin 3z.À3-b.e. (88.21) 


HERAA ER F. EB B iSOB AS NER X. BA, Mm 与 
Aa 直到 jh 的 项 , 356 a= E ht AARET osi ze 
Jl. UAE, Aimy 与 Aima EA A" 项, LH A? ABER, h° 
HC REI EA A17*? Basti c IHEL. APERE HIS — ROT 
35 
Ag (A9) — KA (h2y OO, (88,22) 
HETA A” 顶 的 系数 还 是 正 的 。 
根据 上 面 的 车 了 , 蕊 及 前 面 瑶 过 的 事实 , 即 如 A350, BU ISIBS 
AC) 蝎 共 不 能 相 和 英国 此 一 般 地 ,能 导出 下 面 的 医 东 : 
UNS >. O BF, 
CAM M M M A< 5 < 
>% ABO HI, 
M< OMO MCA M OA MST", (88.23) 
这 此 不 等 式 的 几何 意义 ,正如 图 38.1 FREU ES P RER E. 
但 是 当 六 =0 时 ,那么 对 于 尾 兰 的 入 0, S (A, 0) RATER 
DC XE LLPQ. Am HA 0, 那么 对 于 满足 条 全! MAS, BR À; <À 
二 0) Wgixie A, EQ, UO 属于 稳定 区 


-m F<. ' - 


Ú. w! T | 1 


= Wd [ T m 
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359 积分 方程 
ik, 对 其 他 的 %*, 点 都 属于 不 稳定 区 域 。 我 们 在 图 98.1 WA, 57) 


HE, WER bk JBS hs BI T, 


FE 


$99 # 75 


=Ü, HHT 8 = F L, y Y 


ià Maihieu FEBA Lapp ian 


如下: 


QU 


(80.1) 


2h?co8 22, 


L 


这 样 ,就 能 得 到 下 面 的 


f dz 


EH, 


NERE T 21749) ph 8E 


(P. m Fip) K (z, 


定理 REG? 
Huge. ac(z o RE Mathieu 方程 


(89.2) 


=Ü 


) 


a 


(89.8) 


Ü 


AR, E H Aa BE XT M Ul (6 z, TEREA FS 


Taat- Aap 
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TORA 


gul | —0, (895.4) 
Ruiz | 
fin [KG z'ariz' )dz (39.5) 
HET B À 5A, 是 Mathieu 方程 的 解 。 
Ki RH 
LJO) = | LK G, yu Gd? 
=| vo (2) L FK (2, 2) dz! 


-dlec g 0) — K (z, z') ml 


"n 


+j K (2, z) Lan (g jaz 
b 
— -4| K (z, z ap (z de 


= AF 2), 
hr fa Mathieu Jpfc Ee. 

iX AXE BLEU EGER H Sb, EGRE DQ Xy Dú Wu x 7; RE 
(88.2), Api A 2= Ë, 2' =m, FB or) BERE 22388 [B] tE pa , 36 2. 
ICTOGPERNURDEDAJ; Helmholiz F MUk, HAH, 我 们 充 许 
RHA Helmholtz FIERAR, 3852 FB WB] ERE ES, 
RMESEHRA f= iz, ner, AESA E T IEEE T, 可 
HER SHEE H P BQ K (z, 7RR. =ë -F E h BQ E 
(359.4, WATOA FE AKE RE, Ay F (z, 2D 
与 o RP? 的 用 期 画 数 , TERIA a 到 ?5 的 积分 恰好 是 对 > 


必 一 个 周期 的 积分 即 可 , 自然 电 可 以 刷 在 积分 路 态 的 两 问 & 73 b 


A, K (2,2) 十 分 迅速 她 趋 于 0, 这 样 也 能 使 条 件 得 到 油 正 。 


sr 
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dr EMARE, ERAS / (2) Bos EUER SS (或 
Rn ding. SUBBSEHI So a EJE wa) 384) t — i" 2E x Bir 
HAREZ, Batha Eor, TEPDOBE IH EU EXER 
w (2) Br VPA E BJA A ER 
作为 具体 的 例 子 , 我 们 进行 下 面 的 计算 。 
取 Helmholts ZPR2(Z4-- 55) RK. -0 HRH 
| K = pikis eos rry sino) ， (89 . 6) 
T Ë Fire Ded SE kmn, A 
K o BIRD Qos rin yaln 的 ) 
根据 上 面 说 的 办 法 , 合 $ 一 一 i2,5 一 z ,并 注意 及 一 也 hc， 前 从 (39.6) 
n] £i 
K (a5 z, 2) 一 gi cos s cos 3 LO 0-27. «In falt a^ slr * (80 I 1) 
EER a, pix K (z, g), Ar 
Ace, (z) -| K (iz, jce (z dr, 
这 里 的 44 是 与 2 无关; IH JEE T e it, B PRAA 
X-T z m ad» PRES, 所 以 À RIRE Yate la) 的 形状 ,这 
时 y, EDIT ^B. BD 
y 406, (a) ce, (2) -| K (a; z, z')ce, (2) da', (39.8) 
为 了 决定 y. HAE n ARI, T a=0 Az. 这样 ,就 有 
Y nO (0) ce (=) — | GE, (2) di. 
把 ce, mg Fourier Ar (37.9)46 A 8 WE 
-y ,C8,, (O5 ces 7.) == mA. (89.0) 


je 3X T SX RAA (39.8) 2008, IIFA Y ce;, (z; AP) PR ERIR 


i72 WTR Maihien Eq 数 


分 方程 
De ÀS" 685, (00) Cbam (2) 


— C65, (ees (| K (a; 2, 2 Gea (2 dz, (39.10; 


“È 


如 果 在 (89.8) rh n ERR o8 z 微分 以 后 , dr a= 0, = 一 地， 从 而 
KAER, MRT 
— nih. AT" 31065, 1 (0) C63, 3 L2) 
=ë, 2 Ü) ce54.4 =) K (za: So ces. )dz , (39.11) 
BIERE, AIF Soan (2) ELE seama 2) , EXER PARRA STE 
— Ach? BS" ses, (a) So (2) 
= got. (O) ges, (Z)| x (a: 2, zZ)g8e3, (z dz, (39.12) 
Zw ABI" ge. (1 (0) Ses 102) 
= Sery 0) semal )| K (n; z, 2) ami a2 (89. 18) 


6 (89.10), (89.11), (89.12), (89.13) RABID J E 85 32 
K (a; z, ERY (89.7) 中 的 泵 数 。 此 外, 对 于 这 些 积分 万 种, 如 
果 适 当地 修正 核 画 数 的 形状 ,岂可 以 得 到 其 他 积分 区 问 的 方程 , 敬 
A38 48:8 XE EC BI (0, F) 的 积分 方程 ,只 要 取 核 画 数 为 


4 cos (2h cos z eos z' eos a) cosh (25 sin z sin z' sin a) 
HEN 
VE $L. SESRIUBUS hy Ra BJ a 2F-— p Hi ABUSO HX REPUS Ez. 
可 以 由 Mathieu HE PARARE A SE IH 3 TRES Eš, 
作为 例子 , 营 如 考虑 ces, (z) 的 秋分 方程 


T} oT T E x 
2m Ao" Cean (2) — RES) grih cos 2 cos 2 Cita a {2 yd! ; (39 . 1 2» 
—X 
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(kr 2788 8I LAE (89.10) 中 全 “=0 而 得 到 ), 现在 把 ces G7 的 
Fourier $EEr(87.8)4& A, m7 F3X7r Fourier 半数 对 于 f— 
llc SX BJ , B af DLNETEZEJECERUS LETTER 
Ces (25 h^) == -AET cea, Í 3 h JA mE DACE ` 
"Ja (2h eos z) , (39.15) 
3x H3 gy Ja 代表 的 是 28 次 的 Bessel HA. 基于 积分 的 求法 可 以 
AG $S 50.1. 同样 地 ， REN 


C TMEER h^) = PRT (A3) C65. H+ (5 yos a) 
x > ( 1 AERA UIS) Janga (2h cos z) , (89.16) 
S05 (2; h) 


— 3 MEM PE. 1 44 — R9mprnt* š 
— RBIH (p) seh. (5 ? h° )sin z i B5" CR | QR cos 2) 


HŠK- DBE GA) — BR Q0) Jaa (2A cos |, (89.17) 


Sean cr (5 D 


Bem E (E —seamea( 7 9? h? )sin z t gp (R3) Jo h GC US z) 


t5 COD GIA GA) — BEES I9) Ju GI cos 2j. (89.18) 


$40 具有 周期 解 的 Mathieu 方程 的 第 二 个 解 


对 于 周期 的 解 , 如 果 、% 到 园 有 信 Aa 或 是 中 :这 时 ,和 应 的 一 个 
周期 解 为 ce,(z) aki se, lz) ， 这 种 情形 下 可 以 取 一 个 具有 与 周期 
NBC ISTERSRE, 作为 方程 的 第 二 个 解 。 第 二 个 解 网 形状 可 
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LI 8 (98.20 12 E (96.8 m P B A. cy 
AP K M A BUS 8 er ELE XL 
fe, (25 h^} =e, QU (2 ee (2; A) P.I), —O (A0. D 
XF-P A= ARR) BIS — T REPRE X7 
ge, C25 h ==, (9) (se (z2;h2) H^ g, (z; AON (40 2) 
这 里 | 
Jaki A) m fu; M, g.t—2; PP) = glei P». 
SUfE EZ fas (2; A7) Ej gas (25 h) RÉEL SHUT m, PHASE Jos a (2; R) 
fj Gama h°) 25 F 265992 a AE c HF. RER S BU HER S S F E 
JK c, 00) jj S, C) EUR BREEZE, IS do a Gu UP 
满足 下 面 的 条 人 御 ; BH XF A330, eah 0, s,(57) 40, ex UU) 
与 sU) BE h2 Bri ER , FFH. Cana. 7 A) = Seu CA, 
至于 周期 画 数 fai 有 与 piz hU» ke E B r PR, 可 以 把 
(40,1) & (40.2) f A 3] Mathieu 75 fs. IRET ce,(2; A9) 5 se, (z; 
Ad Mathieu FERRIE MAAT ERIRE RRR AAt 
Safa; M) + {AE (V?) — 2? cos 22} f, (z; 19) 
= 2 co (25 M) (40.8) 


2 
ag: A7) 十 TAS CA?) — 212 cos 22) o, (z; h3) 


- — 25 se, (23 hË), (40.4) 


要 得 到 方程 (40.3) 与 (40.4) fit, A PB SXCEGERIUE TK S 
— f; EEN y ABU f; A) R g, (z; RD) BOE ERO AEN REC 
展开 成 为 由 cos 项 或 是 sn 项 所 组 成 的 Fourier QE, 然后 把 
ce, (2; h^) A se, 2; PP) BN Fourier SECUS A ZEE I, 这 样 就 能 


240 BATIR Mathieu FEIA RE 177 
决定 fai hO H galz; heey Fourier AXXSRVURSEC BH V R6 188 E BJ 
JEF dX asas pM, FEA TRNA BAA EE 
REAREA, Mathieu Z8 B5 EE Flgus 解 ) 而 展开 的 万 法 ， 
IR TETE F HPS PB A ERJID aap BH, 

作为 例题 我 们 考虑 td40.4 中 n= 2m (RR SO oS E BIER 


E54 E Cox (2; A7) J& fes (25 ^7) Eg VE ses (z; 57) BA AHR HIRA 
PE, MAn GORR 


-2% 4 "am (z; h’) = > vie TE ar (z; A^) + (40.5) 


San 3 A) — DR (h)an (i). (40.6) 
HP BP ses (2; A (rel, 2, 8, ORT ERR LU RI EE 
LÁ [sex (2; 1232-1 
AE zz 38 Me £C Ki ERE SEI (40. D) IO SCIAT ARE 
eire = = E ST cen AP) ses (z; Br) da. 
再 用 积分 中 国 数 的 Fourier MERE, 就 得 到 了 -下面 的 表达 式 
PE (AP) = 23 (25) A OP) Bi (9). (40.7) 


VEA, An RIE (40.6) 5(40. 8) 4& A (40. 22, 3 ELCHE RE Soa (z; 2) 
JST EAM A200) Bg Mathieu 方程 的 解 ， 就 可 以 容易 地 决定 
S (h. TERN 
. m 7n B I 
fas h°, = 之 XLI Rugs Ses. (25; hy. (40.5) 
I] TE 4 BE 31 + Hi Fonsi LE h*) * dam (2; h^) 11 Ua 1 [21 RF) 的 形 
状 。 具 刁 的 至 式 此 处 从 咯 。 
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841 变形 Mathieu 方程 的 解 , MERA 
i: Mathien JE rh E) is QUEE z EHR a ET 


:2 
— s (4, — 2h?cosh zw =i, (31.1) 


Sk p ELE Malhieu F, RAHE Helmholtz Jj 
程 用 构图 举 标 加 蕊 分 离 变 晤 后 所 得 到 的 万 程 488.4) 是 同样 的 。 

这 里 公交 一 种 在 应 用 上 硬 常 重要 的 情形 ， 郎 (和 .所 中 的 大 论 
pE Mathieu 而 程 的 周期 解 所 对 应 的 固有 了 借 ， 在 这 个 假 哉 下 我 
们 计 诊 一 下 {4 和. 了 的 解 。 由 二 在 这 种 情形 中 ,上 原 染 的 Mathieu 7; 
程 的 解 基 ce, (2; A’) Hg fo, (25 A?) Æ se, (z; h?) Ej ge,(z; A), 所 以 
HAA TERESE Mathieu Jy#2 BJ 31 yr. He 


A= Aimi Coam (2; A?) E ELT hà) 
LM Aa" coh Arz, 
P xd 


. , l.,. 
F'e;, (2; B” = es a ( EI na) 


=Q (h? | z Ces: hy) 9 FE (h2 sinh 2rz |, (41.3) 
tt 
Doe 
A= Maa: Damei 23 A^) = 0054. (+; ha) 


=Ù AUS (hi3 oosh (27 -- 1)2, 
f zd 
E i . Ll . 
E Aay 1585 h) == tí. [1] (z 5 ha) 
=s I-1 (AA [z (oan 1121 h? 
LOW fiüu(MSunh(Gecm-De 11.3) 
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AA Be (2; 2 = ¿se (z TOE x: BE (QD sinh 272, 
Ges C; hay 一 gam (z; h^) 
= Wan CA?) | —z8e;, (25 hh?) + (A?) cosh 2rz i: (41.2) 


h * 1 
Mer Anga! Bema (2; h) misama T; 


1 - 
= > BEH (A) sinh (2 Dz, 
Gesn 1 (2; h) gena n; he) 
= gn+1 M | — 28ean (2; h>) 
+) 92^ cosh (2v +1 Hn (41.8) 
AES t 95 92 a ARMIS PS 9 4 21 n Bf, DUR 01 BEER 
— BEBO BBN Ar. XIX X, EIER ETC BAR ROT 28, 
THEO, RAAH Mathieu BjECRSBVAF A EAE 2S Hi UZ ri do MB TB f) 
—— ES, Pla ASST cesQQ h75, SH H EBA E 的 积分 上 方程 
(30.14) 
TA Caan (2) == oes (n) e car atos ee, (gO 1471.6) 
! iH. noci Ec GSIBIAROUTASE kt , Bp 
zo0lid2-4y., Z =m 4-4, 
| A opm y doo ,我 们 来 求 Coan (5) RNM AL ZS 


73 T AREQLZX, 可 以 未 用 和 以 所 法 。 
yv AL. , Wk S 2c W 2k B REO f Gh t, Uf EL TG DPR Sr ypas 
ESSE A , Bi 


1TH $5 z€ Mathieu Ed à 
Re(94f eos z cos 27) —higin (m— 2 sinh (s — y") 

-Csin(e--z')sinh(y4- 9). (Hi. 
RFE, gu ME] ELE SR niw [ees (2 | ATAR RIER, 252. P] ELS 
T 3B ERE SUI BIDS y -0). 因为 人 .六 不 能 超过 hexp;y|， 
WHEAT 

Cesa (2) | Ger ep 

Au ML (41.6) PJ 9 B EA 286 Ha BJ Coan G7 利用 这 个 和信 信 ， HE 
cog 2+0 HRR F, IEIRA RRE UR H E EmA (437) 成 为 
—conmifi y—-rco RR, aE KORARI ES, +F 
HEKTA yo HE, 


Re(2ih cos z cos z^) ~ i {er ain (m 4-2) —e7* sin ie gp key, 


hk JH: $ A13 r 


M4 yl 0m, rpo = S (mod 2r), 
34 aO RD, 22 = (mod 22) , 
AMBA Rel…) <0, RERS y'o, ROW 
当 y> 0 h, z 一 好 一 一 可 (mod 2zr) , 
24 oO, DHL = (mod 2r) 
PPT. 3CBÉ.24 y00 BD.S 5] A FII SN BIAE V PERSE 
bien 
rez, (z) 一 站 | BR co- z coe P Caan (2^) diz' ; 
ü 


X 

Log G = c go cos scm oe (2 )dz , 
x 
z 


E int ls 
于 是 004,02) 与 res, (2) H- rex, (O H: DJ, +E H. reio 对 于 固有 
{É Aim WAJE Mathieu FE, 8P EDA 658 HHE, dr J 


$41 ayy Mathieu ZPRUTSBE.IGE D x i79 


i 
—ZiR i ces ar , , 
rob. Gm) -6| e d cos t eas og, (2) dz 


z B yy gm le 

- c] +0 | 
其 中 的 第 一 项 与 cess (2) Ika JE 8L, Sy Ik LED 2 + z CURE 2 可 以 
BB EERIE reza (2) ， 于 是 就 得 到 

rezn (2-9) = 0 Ceam (2) Tre, (2) s 
H] PEH , 5515. 
TOanm (z+) = — C'ecas,, (z) A- Fu (z) . 
BM ADEL z FUP z, RSDR “3836 Y BS" VERS 
My BI i 
证 
OCom| 3 TT 
Ce, (z) — il 2 ) |. g7 cosh e cos z. CO (2) dz! , 


cds" 


2" 


a — 


Red, (2) = C | 


2 | 
， gh cab g coa P Obas (2 ad ; 


证 

Dez, (z) = c | po cosh g iudi. (z' ) dz'. 
T 
jj lee 


这 蛙 为 了 简单 起 见 可 以 假设 是 正 的 实数 。 
瑞 在 我 们 合用 鞍点 法 求 一 下 当 2 一 co Bp, EA BTS JE 
式 。 自 和 完 对 指数 训 分 利用 对 > 的 微分 来 决 定 鞍 点 ， 而 得 这 种 点 是 


z=0(mod r), 加 果 yi < Jy Xp Ret 或 Ro ff, 19s 
ARI PLUME EE ug z = Ü Az 附近 的 仿 妇 可。 在 > = 0 的 附近 ， 
H| EL eos 2 mii HERRE TR 


TERAH 
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Rei. (2) me 4 4^ 20 eosh E n Bay roy | g^ cosh te 
10 


Zii >h tf 


cosl 2° 
EEIE 6$ 1-59) 


i Tm 
Tos, (2) ~O ceam (0) V oie 


QU rog z. UM 


CO, (Oye Om 
Ces (2) me — dn (2 Ye cos (2^ codh 2—74 ). 


Jt. RB EX EAS v.n (2) r Bes, (2) 5 eon. 1) SESEAU EREASES 
HERA. XXE Hi m6] bhscK OR By XE IASED Jë: Hj QE EO Hn 3 
B3. E TERAS PI Eres 80 ECC A, BBS OBS (813:6 75 UR 
开 的 疲 , 有 的 成 为 癌 内 和 集聚 的 小 ,了 出 有 的 是 驻 波 ， 这 一 点 在 应 用 .上 
是 非常 重要 的 。 

Mathieu 国 将 所 训 车 的 问题 是 非常 广东 的， 我 休 眼 和 于 篇 枉 的 
KR, RRA. ÆT Mathieu WARO Ele SE J x 
MA, 我 们 例 举 -下面 这 些 : 

HB. T. Whitiaker and G. N. Watson: Modern analysis. 

S. Goldstem: Mathieu functions, Trans. Camhridgo Phil Soe. 21 
(1927), 303.338. 

M. J. O. biruit: Lamésehe, Mathieusehe und verwandte Funktionen 
] Physik und Technik, Ergbn. Math, u. Grenzgeb. T (19321, 159—333. 

J. A. Stratton, D. M. Morse, L. J. Chu and E. A. Hunter: Elliptie 
eylimder and apheroidal wave funetiona (New York, 1941). | 

N. W. McLachlan: Theory and application of Mathieu functions 
(Oxford, 1947). 

J. Meixner and F. W. Seháfke: Mathiensche Funktionen und Sphüroid- 
funktionen (Berlin, 1954). 

A. Erdélyi: Higher transeendental functions, lli (New York, 1555). 


Tables relating to Mathieu funetiona (New York, Columbia Univ, 
Fress, 1951). 
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如 在 第 1 章 中 所 说 的 , 当 对 三 条 Helmholtz Je PIO WAR 
举 标 条 中 用 次 数 秀 痪 法 分 况 变 数 以 后 ,就 出 现 了 一 -些微 分 方程 ,这 
些微 分 方程 所 定义 的 丽 数 叫做 回 塌 业 球 画 数 ， 在 局长 回转 糙 球 的 
情形 ,这 种 五 程 的 形状 是 
dcr 1) d (n —A— m n jo=0tm 一 整数 ) (42.1) 
如 果 所 到 的 回转 精 球 坐标 系 为 


 — i—— — 一 ee 


yc (E-D (1 — sin p, 

z =Ë y, 
385 2. JC Ba Re 上 或 是 对 变数 5. b Wan (42 DERRE FE 
的 方程 WESA IBDEE rA mp. FIS F 2e228B, wedax ui 
是 > 如 有 以 nm 为 月 变数 , 间 252 一 二 HIM Y A S] OS 28 2k pe E. 
AK-B EDS |DER , FEIER ph SA Rhaanm-— F altata pkui Sk Buy t , E 
TARIH RS y Pr SC BA, ERE reza Bi Jr ERU IE a3). NEUE 

L. J. Chu and J. A. Stratton: Elliptie and spheroidal wave fanctions, 

J. Math. Phys. 20 (1941, 259 ~ 209. 


TAL m AS J. Meiznor 与 FE. W. Scháfia &3& ms 
AT Inr de qr xk Us TELE DS ba ep IRL 


$43 i14 Zt Pe” (z) 
当 dslzlidy (RJ ER(42.1) BUE Bm (Et SE F 0) REX 


152 Ha RRNA 

BER po? (2) GKHL n m, mtl, =), HIAR t XF I 89 
EE ERE Anm, 如果 x 一 0 Hag, (42. D ER EIE XS. Legendre it 
分 方程 而 Nm 一 nm 十 1) , 这 时 per G) hs X& TF IBIBSURE 


PEO ~ Q—2)* 77. P, (2) 
=== ! 人 一 区 m G — 1)" (48.1) 


RURAR 8k, 
我 们 没有 规定 per (2) 的 规格 化 , EOS prb] 3 sic "E DOR 6 
化 ,下面 的 各 公式 总 是 成 立 的 。 
对 于 一 般 的 x， 可 以 把 per (2) XF Legendre W42% (48.1) TE JG 
25 ORT SC MA 
per (a) = X A PPO), 7 一 中 [一 偶数 (43.2) 


MATRAKA (42.1) LIBERIS t4. Z BJ ROC sN, Bp 


a A 4-3i1—1-— am? - A 
Ta Ta | ^7 


(I—m— 1) (lm) ym 
(2]—8) (94 —1) ^" "7? 


m1) (T 2) Am 
(2014-3) (9]23-5) CANE 


(ml, (48.8) 
35 beme l Hk m hr, AT s BDRUCRHH R, Ti y EIER,’ p 
HX TRRIGEIBSAESZE GERA, #F HIEXRID OE ARE 


2 
= E r 7 
lim (ARa A2) — s 
ir Tr 


BEBE CR EBA fil Am Ann DLE AD. ORT — TAR Bude Xe BO XE 
P). 事实 工 , S4 x L SNF, AARRE ZO TL IE SE PF SE Ius ^3 
Ai, ATRE R IE oA IAE 

当 2271 BT dn Sp RH CAS 2) eos 42.1 BRE E hhi y ih , 


E TR T3 +x 


bs 


十 区 


T° 一 


$45 B di Po" (e) 
H EIE GS 1) TERR 


P» (a) = (2—1)2 2^ p, (4) 


dz" "i 
leger], Elis | 
pez (2) = S) AT. PIG). 
Ay Y +E (43.4) PRERA SE FE BJ Pq 3S d G2 — 
(1. — 222, HAERE PF ELA pez 上 加 点 以 示人 区别 。 
PARTE per 所 满足 的 积分 方程 ， 先 全 
r d ĝ . T1 
Ls fü — a2 -tae LEES 
ER K (z, 2) eiar y š 
(L ,— L, y K == Ü) 
BRE HAE — 1 y's 1 qunbB, pim 
qa (2) =| E (2, Opor (sda, 
Jil o (2) E 02-2730: (42.1), 8 | 
Lte- Me = O. 
xx BSEC n) ELS pgx pg m : 


La (LK Cz, s bpe (at ds! 
-J LUC G, 2) rer (ayda 


Li 
Ú K (z, Z) Dype” (2) dz 


=a] TKG, z ) peu (z!) dz = — A, 
xk hash PERRA, do HE K uz DSTI 一 1 


isn 


(48.4) 


(43.5) 


1) mE 


` BJ, 


r= i RËEHSIEBUBJBR SH 2, z (z) p G)3812— T^ XX. 于 
是 (向 .站 实际 就 是 pez (2) BUmUEBU — 1-94 222; £8, SE nr F3p Hz 


184 maw Jjderku S 
K (2,2): 
K (2, z) eet (02) 3 0 — 232, 
就 能 得 到 下 面 的 积分 方程 | 
Pty pez) = [^ A — 292 G — z Semper (az, (48.8) 
实数 wm 是 与 K 有 关 的 数 , 它 的 数值 可 以 由 (48.8) 以 及 它 的 
BARRARA 2->0 TRH, MM n—m 是 偶数 时 ,省 
(—1) 3 vapor (0) = |“ a-a per (dz 


= À" 2m*tími 


"M ami ° (43.9) 


Sun = 奇数 时 ;有 
?一 9 一 +1 "n 
(3) E pmpe (0) =x |` G — 22) rper (yd 


dut ls! 
THAT RC 


zB per (O) A pes (0) MAr, PJ CE (43.2) V) ETA At 


(43. 10) 


(DD Br) m EE Gm—* di), 


] 0nd-m) x. 
) 一 LL LL — 
(71 CP (0) = 9.4. nO— rm 1) m — m $i) 


(43.11) 


S A REOR B. 


$423 d $raor(z) 


2 A= Anm 时 方程 142.13 县 有 与 pez (2) ALBENA, 3€ 
TUE qoro. PEB RIE FER JE IE IH 
qe,;(z)— > AG QU 人 By Pr (zY, (44.1) 


了 = — ht jc 


| 一 下 | 一 @ li— i= W 


我 们 必需 注意 在 qer(z) PUE UBI m>1> -—mB es") 
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Ej PPP, 24 Pm H, h r are) 具有 形状 为 
QT (2) = Prelog tZ ta- 2 (z 的 多 项 式 ) (44.2) 


AR, EHH molem ir, QT (2) 88H log 的 项 。 此 外 ,在 

(34.1) rdg Ara’ AET iem 的 各 项 与 (48.2) 市 的 Am 是 完全 一 

HH, 至 于 对 malm PJ Ar: AA Be: ARR A 

ELTE 53 IAE BeOS ar P PHA Si O , 故 在 此 处 从 路 。 
H (44.1) 55 (44.2) BE 8E TS oS a 


qe? (2) = 3- pez (e) log JEA- x (EMER). (44.8) 


由 这 个 公式 立 到 可 以 看 到 , WZ qen (2) TE 2o +1 处 上 共有 青 异 性 。 
和 per (z) BPR- FE XIF >L, 可 以 代替 (44. 卫 而 使 用 下 
iB Bg xe 


Gen (的 一 之 Qr (2) 十 之 BEPPE, (44.4) 
Hu -n= em 
Qm (z) = Prelog t + (2 一 全 于 x(z 的 多 项 式 ) 。 (44.5) 
TERAST 


det) = 2 pet (e) log Ci (2 一 站 x (正则 证 数 ) 。 (44.6) 
为 了 要 得 到 gey (2) 的 积分 表示 ,可 这 着 虚 下 州 的 积分 
(22— 1) z [7 Jub (1—22) Eper (a^) dz. GELT) 


—4 {alag ) petii 


由 于 K (z zty 于 (z2—1)?(01—2)? d E J RE 


X n mulu 
(43.60), EH YE : lD, XFO ixr + 1 中 的 2 者 是正 出 
Bu, fX (44. T) Ea J (42.15 JO = Aa 的 解 ， 但 是 当 
p1, y—1lUp,J.C (2,27) BARBA ame, PIER (44.70 在 z= 土 1 


— — -— — PEL —— —Á —M—  ——— HÀ — S 0 — 


© w Botani; Proc. Phys.-Math. Soc. Japan 1501655) 30 
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ARFER RE EHI, 但 是 容易 理解 , 在 |z, 1 E316 BH rh, Ap 3 4r 
2( —2) BRA 330-2: BLESS EL GE — (— D)", Hg pez (2) CREATE 
E C-DA. HIH; (44.7) G9 REE Pe EE T aS per (2) (roy S EE +B 
PE 81 C44. T) AER E dor (2) HEEL — TPS RK, For: 


oa : TT m — s! QM 
Dam qe, (z) E (z^ — 1 2 = | 1 fU jen 2x 1—25 ^pes; (zu, 


(44.8) 

PTK FREUE Dan, 如 图 44.1 REDR, 在 复数 平面 上 
* 以 连接 一 1 与 1 REHA iE, T 

. Q E. qo? ftr d e Beh E Hf 的 ， 

h zio 如 果 取 3% 为 一 1 与 十 1 二 的 实数 ,于 

z 44.1 Z. % Ed eb HERR ZH EB E TE 2 Be XE 


于 洋 加 在 7 AEA, Pieko, HiH » GUH 


qer (z+ 40? = w 2 j- per (z) 十 一 5 L ons | Tog 1t 


+ ace ee 
i" de? (2 —40) = I pez (2) + — por (2) Tog 3 


+ Z 
pa 


— 
2f) (TG) R z 的 单 值 画 数 )， 


Br 
i" qer (zg -+40) —27" qep (z —40) -=mi pe? (2), 
把 这 修 精 末代 大 到 044.8) FHE ZR VE 
(1-22) zd MCI ) + pes (25 (1—2'2) > qz 
= —=¿D,, pel (2), (44.9) 
这 里 左边 的 积分 是 图 悉 着 极 z' = z ERAS R, Gk H: nr l 
Fa Wer Aa BE PLA aP K IH Dans, 区 因为 这 个 极 的 阶 数 是 2m 十 1， 
所 已 留 数 中 必然 含有 per (2) 的 2m. 阶 的 导 画 数 , HELAJ pez (z) 
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Hiis JÉ 830€ 21 p Re RI IM E UAE pez (2) 的 常数 展 , SX FF 880 
FIRE. MEAE AEA JEN m 08 , 38808 B JH FIBIRS zy À 


] eJ n _ pä 
L), = "EI 2 , D= NEL ; (14.10) 
T 3X6 Ç+ XU 


815 ir Feriz), Qer (z), We (z) 


部 面 我 们 因为 注意 到 徽 分 万 程 (42.1) 在 z= 土 1 的 附近 具有 有 
与 Legendre 方程 相似 的 形状 ,所 以 把 (42.1) 的 解 用 Legendre fH 
数 加 芒 展 开 , 从 而 求 到 了 方程 的 解 ,但 是 如 果 用 这 种 写法 水 研究 当 
2z1 交 1 时 的 解 的 状态 是 非常 不 便 的 ， 因 为 方程 42.1) 当 z—oo 
时 ， 具 有 与 Bessel MARSDA, 所 以 我 们 定义 与 Bessel 
WB J, Y 以 及 Ho, I 相应 的 而 数 Perl), QG, BA 
Rer(z), Rer(z). 即 防 些 汞 数 邦 是 方程 (和 2. 册 的 解 ,并 由 当 aoc 
时 ,具有 下 而 的 淅 近 形 式 : | 


m 
gi 42-7.) 
Poy (zi œ~ — -*---- - ; (45.1) 
HE 
COS xi— " ] 
Qer (3) ~ > -—-""*, (45.2) 
pd 


T omis .. gium 
Ee (2) Pr ( — +, +i — _. 
AI 


— -—ixs 
Rom (2) "E ¿a+ 1 — 
xz 


BH i e ox He D ES HI cp FB ys 35 : 
Re? (2) = Per (2) +Q (5. (45.4) 
由 于 找 们 已 烃 知 道 了 方程 (42.1) Bahr Ee perc) BLA 
qez G) , 所 以 这 一 节 所 定义 的 夯 数 一 定 可 以 用 pe" (z) 以 及 de? (2) 


188 人 第 8 章 MHk 
KE. GSC EQUES DPIBENESEOEGED, BER Pez ty Qe? QR RN 
—Q I| EE pez (2) 与 dez (2) BEES. 

首先 ,由 (4383. 和 有 

dp per = {2 p: |. et (1-22 fpa"! (zdz, (45.5) 


对 pe; GO) EEIT (49 2) CA FEITA UBL, MA Y Der (z) 
关子 Bessel PPK BS BEJT GA, ell 


per = n G 3 -P3 Dn IER A», PS aaka, (45.6) 


wT, 23 l, RET peld ARAA 
. (I+ my 1 | sin( xz -— 
pe; (2) 一 一 一 太 LE m! i AT 7 )]— ——-. (40 ,'7) 
过 个 大 式 与 (45.1) ke, REAT pre 与 De?) Z Ra 
“m T: 


per (z) = Z — (mH : Eat r zs At ]Per (2). (45.5) 


所 以 对 Per (a) Bri TASA: 


Nu geom jw Sepa (2) 
Perm oai o Cm sis Clg 
" ar yir mAT am .. 

=m} 1 


(es (z) 可 以 不 用 .ostxz) YIL V ira e ez) 一 一 ( — AY. acis Cz) 

下 面 我 们 求 de? (2) 与 Qer(z) 之 并 的 关系 。 De 3X BB, 
dE HS (44.8) METE qer (z) 25 s> lE BE ghi. 255221 
BE. HF 


a És... SIN Y —. 2 Pus! LL T 
Ju av 2)] y2- - cos xz ub -), 
所 以 


£46 一 的 情形 489 


Ż ip cos( xz— x 十 。 n -) 


sp x") a wz 


Dager (4) ~ - pe" (2^) ( (L — 221 Z qz" 


eodPqp mg 
J ë 


_ z -J-Å {np ur í ` 1 = f 2 ` zg f 
=S L z da bevor 
v »! =- 


{ag PH 4 


+ | epon) (Iz) Yd |. (45.10) 
M 一 】 
这 里 所 出 现 的 积 秀 可 以 利用 (48.8) 末 计算 而 有 
[epp 1 22? de edm», lm pf 
a 


; (d — zy. m 
Nu bum We (I dm)! 2n 
an X —m)p 4" (45.10 
BD 
Drm de; (z) 


Tuv 
Fx (一半 人 ibm) A", jeta) (45.12) 


NG dix" V Zimy] xz 


T 3X 4" Z3 53 (45.2) kE, MAE PIER dez G) 53 Qer (z) 
证 的 着 : 


A — 2 (—1)" v CELLE X Ur)! i al (45 dg 
Jena (2) J- Tm Oran, T ae! x" E), (>: 4 (1— m) t 4, i) les (2) * (45 1: ) 


$46 可 一 1 和 的 情形 
25 B] gia il SERT RR E63 pe SS wi TE Dr Sp ER ein BU Ht T BSI , 2 = E 
Bapu 3 MAA b R A Pai F32 EBI OE PREP 


如 在 方程 (起. 了 中 , 命 


Fa r1 
2 (3) = ` "4 人 (46.35 


—14 i ) 
EA s ya SEDE y T n nrbs EJE 


. 100 kta PESTA 


Py. m 
(1—2) (A ia ma) 0 (46.2) 
SM m — 1 HJ , EF EJE Jr ieh p |H S. Cy 
(1—27) AA F(A) =0, (46.8: 
JE FL, Zr PR Am x* is 3b. 71 ae 46.3) E 
d xV — 0, (46.45 


FEF aH Aes HENT A=? PERAE, 
Bb ATREA x. FELG. A 3 28 R Af 2— 土 1 处 成 为 0 的 解 。 
 HEP(46.4) 在 = 工 处 为 0 的 解 是 esin 4x (2— 1)) , 29 T BERG 
解 在 z= 一 1 处 也 是 0, 那么 必然 sin 2x 一 0, 即 必然 成 立 关 系 


xz 一 G n-1,92,3.... (46. 5) 
当 » He 468 An (46. 50 I, HA 
n noa iz-1 
sini ez—-3- 
Pei G QS 3) 2 2 (46.6) 
x A gil nm ~ g] 
cr imiz—l1. 
cosf xz ~ J | , 
2 2 2 
q = oA a 2 US 
e (2) PIENE RENE nr A/S] ' 6.1) 
4 
À = - (I y, (46.8) 
o 
P. — a (46.0) 
x ms 


847 20 的 极限 情形 


> z ËB z->0 PF, 35 Z ACA RETRO P Legendre 
ER 2C Bg Jy a, BI 5p 2 0 BF PEA per (z), qez (z) Bug SHIRE pu H 
Bu PyQG)53QrQG). 事实 上 ,在 极限 情形 , 所 有 的 AT: 对 n=? 


4T 0 BHMBIRNE 191 
AEA o, Rt, (48.2) 3 (44. 1) rRISURCESN RE FUE T — Ro 
3x so S nT EI Sa SALES FO [ELIOCER : 


Aus yn n d-1), (47.1) 
A? a oC L—1Y— LA ma. x, 
gig (m+ Š 2) (n 十 ， 5). (47.2) 
ix 一 十 Dn 十 ?一 41). 
一 EL) | 
Van > omo l; xm, (41.8) 
2 nem 3 us TED 
Dm — gar lL , (47.4) 
M 2 “(n — m} | 1 2 +i 
pen (2) > A ,PY (2) , (47.5) 
qe; (2) -> As th 2)» | (47.6) 
Š | -- | 
Por) uma 一， 
Ë (n5 )4 (a S) 


amt aman (a s )r n 3) 
_ 2 2 ru ` 
一) x" Quiz), (3.8) 


Ay SH. oc Bru TRIS SUE 290, +F H SETA xz DESEEUHE BS 的 语 , 30 
I C2. D SCELUS ne Bessel FAR, 3X] BJ 18 h 2 2 


Pen (e) —4/ 3e (x2), Qer (c) uu Y „1 #2) ; 


Qe? (2) (—-1)" 


"ki 


(47.9) 


Re” (2) A 


H°, Qu), Ret) , (x2) . 


aet ue "+F 


(4T , 9) RRR, nf ELBE FIT 8:43 fe lal 85 EE EK REGE DE 334 Ek DI 
BT AS E ER STE. 


WE 后 mu 


莫 uw 


Mei Ecc m T RRUL ACE IR SERHRIT. Acsi 2e 
APWR, n ID id, 7 idet G UI A RR, ebd 
WLA BOSE. LEER, Mathieu HAE, AEE 5645. 
4b rk. JROTERBEOROA B ARS dS Bc COSE TEE E JK: 
4E ZPBA 5. 

EIAk AEA ARE PURI: 从 母 西数 出 改 定义 特 
Wit; 从 Gauss 万 程 出 发 用 合流 的 少 法 研究 各 种 特殊 画 数 ;从 固 
A f (本 征 储 ) 问 题 出 发 ,通过 固有 值 和 固有 辕 数 引进 特殊 两 数 ;最 
近 还 有 从 一 般 的 递 推 公式 FG, a) = F (z, a+-1) 出 发 ,用 航 一 
HE aE S SEZSEREN EA, ETE < 特殊 画 数 葵 》 第 五 章 所 
Ar KB LE SOR d 

这 四 种 六 法 各 有 优点 。 本 书 共 本 上 是 采用 合流 县 办 法 ; 这 也 
是 一 般 的 特殊 一 妆 戎 书 中 常用 的 方法 。 固 有 值 方 法 在 物理 中 最 常 
油 漳 ,例如 通过 家 可 以 确定 固有 频率 及 粒子 的 能 量 , 有 兴趣 的 读者 
TISHE. 

Acds 8H Euler 第 二 种 积分 作为 荆 RE, ATHE UK 
ti ECHCHROmudEXEAO, HERRE GRA 
接 , 但 在 揭露 厂 wie SE SE ES AS EDI T pitis E PH 
数 之 间 的 关系 等 方面 , 不 如 条 用 无 限 乘积 作为 D 画 数 的 定义 来 得 
更 自然 。 

本 书 在 讨论 Legendre 两 数 时 没有 介 秋 利用 母 丽 数 的 方法 来 


€ 


H om ud 153 


研究 Legendre HAAPE, APAE S E EID BS 
ES. 

A235 AAA RULE ERECAUE aaae W hittaker Jy 
Ei. RAER A SETS HEEN Whittaker UR CRAT Ey 
aX Ihr AnZRFHEDBERUMES; Whittaker pirata viu be, 5j 
ATP HUC AR ER TL RT ER Rut Bi dr air 77 IRR DV. CERE HEAD 

A5 dag Mathieu Ejido ARARA 300 JEHRAEUJETY T 
Zr35 , 32c PER RER E E y fif nl T. 

ESETI Kh Laplace HTAA HH , K: 53 EE ER ERG TERI ER 
hippt C eA Bessel 和 多项式 之 类 也 于 引进 。 渤 有 在 理 . 
给 及 应 用 方面 均 点 重要 位 置 的 特殊 画 数 一 一 Jacobi 385 [8] DQ 2k H 
Weierstrass 彬 贺 面 数 入 未 讨论 。 这 不 能 不 认为 是 本 书 的 蚀 隘 ，。 

RARAJ H FE UR CD He dM dnx. SXJTIBIBU 
PRRD aqu EIU ERN JL FENA A XR AE US Th Ts pi: rR fs 
SHA. RPDE ER ENA BE BET Zeug 
B PARER a S5 B3 

FERR A 6 LP 38 < 6 Sp Ere qi E £3 — 48 $8 WD] 
TICRISEER ER N RRIJA, E Y ARREST SIE: CRT fibt dcs 5 pp 


ü—OGLT E CE SE uN TCR rio ELEC DIESE AE CRMER UE EG Dy Hi» 


Tg S Hh di $8 Y WEPRUS SCA af IE RH. 

HEEP £u rR J) S£ Pl Whitaker 与 Watson $- Modern 
Analysis — B r FUA Sa Sy wa Strip aE AH, HAT bu H ERAT. 
32k, Waison 还 有 有 关于 Besa HARTE, 内 容 十 分 丰富 ; X 

t BUD SE Oe PEE BO JUPAE Y PPEPIRHERIS SR 
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TESEH, 这 对 苇 者 或 许 能 略 有 帮助, MARPET E ARKE, 
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FRAR, -bE B ibKIB PUE , fERUE IBGE AU REM, BTR 
4559565 ^E AEA AS [9L FECI SRH AE Y PCS ROM ER E E 
76 aK Jy HI PE n1 3528 52 s BITAR IH BJ 2555 -15 o 


2 o SÇ HA 


[1] A.M. BEREG MARA 

[2] M. A. Apii, B. A. ERI SER iA Ro 

[3] B. H. 斯 六 尔 庄 天 ; Gai rA Ae CAPE, 

[4] B. B. KEHA: 42r TIER PRG DIL. 

[5] H. H. ZJBJ5EX: 特 瑟 图 数 及 其 应 用。 

[6] C.T. mRRESIA: RFPL, 

[71 A.M. FERA A. A. EBRIE Tig RU E. 

[S8] A BRAE iE ELE. 

[9] E.T. Whittaker, (Z. N. Watson: Á Course of Modern Analysis. 

[10] F.T. Copson: An lnireduetion to the Theory of Funrtion of a 
Complex Variable. 


[111 G. N. Watson: A Treatise on the Theory of Besse] Punetion. 


(12] esp AE: HRES COL FO e B-B). 


注 HE 


第 ix 
D iXBHADREUESERR | etiidi trot Bab 


JT 
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数学 教程 ? PSAL Gy HF 70. Tl P835 nTDLEEBHRHix se pash By X 
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drcokiy, M — 3 «sx 5 y :于 0 时 ;我们 利用 


r (a) = LEED (1) 
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RELIG, Bp —locae-l RbQAM 
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Là 


BELL RE: 0, DAAA EVA H Sy z J 1E BHERI SP B ZE — E ELE 
的 于 区 域 0<x<- 中 ; (1.2) RIRIA OMEA T C) A-1) 
所 定义 的 702) Sese ld, JE DABEHR SCRIGS DEBET OREA Re z> 0 
延 拓 Res> 一 云 。 关 于 解析 延 拓 的 -一般 带 除 参 看 普 香 瓦 洛 天 其 < 复 变 
Bin og E, 

ME (n t1) <z< —n 0 R Q«z-n24-1«1; Ai PORA D 0, 
于 是 从 d.5 Aro) 5 (^D BfES, 

EincHUIEN DOES. BETO Bbre n 36 48 EW 3k sinas Dlz— —n 
XE m PO — 2) gz -ni EB; ARRIT (1 — zysin=2 
ZE s= —n 处 为 正则 ,当然 连续 ;在 L.T) 中 合 c0 BIRTA REY x. 
对 z=# 有 相同 说 朋 。 

识 小 轿 与 大 关 的 方程 夺 次 为 = ee 及 r= Res, 则 在 小 图 与 天 阅 上 的 积 
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IN [seioy 了 -1 本 Ë <” (e 
o l+ se ges 
"ul ax ET s ES. T 
2x COWEN 1 is Ë | (Reya 
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Z7 Pt gas mH? 0.2 fOU7U oR 
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WAR 
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| i ti — t) t Igi = |. decl- t) -iat HE (zi -20i-1dt, 
ü TE 
r t= 1 — a, HII 
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- i * 
B Ct ydt= |” {Lo ad) = {0 ooje, 
"3 . 4 
^i š 
是 以 | e30-07-2| (a-0)-34. 
. H 
本 役所 得 击 和 的 了 (9 的 积分 去 这 式 (2.3) SITE E8827 D (s) H Hanzel 积 


分 表达 式 。 这 公式 不 间 于 这 .1} 艾 TO) 的 Euler 28 I pa VUA." 
是 泣 所 有 复数 > (EHEH ism A m G OUERT Re z> 0, 

在 G.D ARa t., Eie tI SCgbZdR. E| i= 0 dI. (E£—U 
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论 2 ite ERRERA t FIBRE. BI fr ZE; RI: H ES 
FERE t= oo BESAR: BE. mii lgpEEXF G.D BUXHOTEluNHZC 
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ETEM wi 与 工 (2 PAR., HAE Be 20 BuSefB Fair, PU; 
BH12.289 512 8 0929 C.. Æ C Ej C. fu]. HEER 2 nm. BRER 
ee 代为 t ESSERE EE E, ES EE Cauchy E EBI I 


wh (z) = [ eie die]. z iMt. (1) 
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HR C, 积分 可 双 为 三 证 ; Se HEB too +e, 这 时 arg t0; 
HA y, PEES €. PDSR BAB OE 2s F POSED te = 
ees, 这 时 arg e= 2; BH 
' = Ü atg- mh -fpe- zie | etti 2 
“O fe t LIE (71d ed | eld, (2) 
在 (CÓ P'pws--SSICPHTHRRAMBZed& :4334 5 SC SE Ski JE SSH 
Rez>0 F, E Od. 5025 e—>0 HHA ERR T (z) 下 eire). IÀ 
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= re Test lyla = () (s=) l (3) 
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EU J Ye 


又 知 (对 所 有 正 数 :不 酮 如 何 小 租 成 六 ,是 以 在 (中 会 e—>0 得 
wz) =] im. etide, 
再 利用 (020 X (4) E4, Res 0 时 ， 
(E) = Ta earar (zy. 
JABEBI48 (2.2) PL (2.5), E3214 Rez> 0 Bj (2.3) Ra AAEE 
BIP WEB ES 2 面 (2.3) aR AREA T T (> Bj Hankel IRIA 
在 (2.3) p z 易 以 1 一 zs 得 
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我 们 知道 用 OL.12) $8 Hd Bg, a) 的 Euler %4 —#R Hyo XR HL BE 
在 条 件 Rep> 0, Reg7-0 B⁄J08J F HT) PJ2S AI Repat, HJ Euler 第 
-—— REA Sr fE £—0 本 不 存在 ;如 果 Reg 0, RE t= 1 4b TEE. 

Sq Rep> 0, Beg-0 Bp (d.14) Sr HA ñ pk T RRE depu 
iX" PORA GA Rep> 0, Reg> 0) +W E, PEXE (1.14) Bot su 
Agir. p 81332 Rk q EAG pa BDE ps p BS F RU Bai ay 
(a — B Su SRP IB), TERY CL. L B Cp) HESTREIRE ER p [Bl 
Aie q Ea 

REREH BCp, q) hpa uyaq BUR Fa g J Rf Ri: pe EE yaki 
ASSI D da B) Fankel 15 4E Ux 4 XEBOGBAFEHERN L0 
£=! PS EL, 

GENE (CDD TARTE. PEER 603101 一 月 2 是 上 的 多 值 六 
dx. Mt=0 Eo isl WA THSyREREE C EH TES SIAmBusES. H 
iE fep 0i 122888) E s A Hi. nnb m 1 — ERA Z; 
Ü; JEF ERA i= t, Xy U BS PS RA 0 E 27: FLP): 3; [5) 838 
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— E B3B Y 2r E 0: PALAT ES £29 a Fu] X0 ja. < 
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27 a BERIE 25 q Mehi p BESS. Cea P. Canehv 
定理 仍 成 证 , 因此 可 将 图 2.3 BATRAEFEEHEE C M85 E] 2.4 D, I 
BLIE Ca BUR EA SE, 这 时 0 ARER a, b, cy 如 及 四 个 小 面 租 成 ; 
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o TE vau 的 方程 为 L-t=ret, Ee 3 一 有 十 他 *。 注意 当 
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mlg šE y ipü 
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f? 事实 上 ;四 0.10 ,9.10), 得 注意 (9.9) 有 
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A pg + (— 2z--&)g + (5 —28) p+ (d--2a8 -as — bz) =Ü, 
i OCBU FS 7 Fu e PÉOU Pis pas 11, — Us. HR SA FR C RAD OET 
Pi FG pataj —324— B. — vcf, 
FH A3. 29 8230955 04 FAs 24-8. TEAR. 14 3 0p iT, 


B Gm 
Q BOXER D'Alembert £08] ZG Xr me (n , 


aca 1): (a nl 8C 1 (8 — 1) 


kada yo) TA) (7r 
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mox 注 ME 
alai 1) (am aatia tn gi, 


tal T TD yn € 
ffi (an) CB m) 
db p -| GET) awn) UU 
所 以 当 |z| < 1 RRES 24 i| > 工时 ， 
]un d, E =Ü 


l poem 


A BJ BB Pat k Ex BR. Peki FRA I. 
J 35 | AAJ Gauss FFE, BALAR E Ase L, RI Ganas tr 7 $2 


dw a 于 


stla- To 4iv—i(xBL Ds au 0 
HERE FARREN 
B —y--liw-züB-Ra F8. 
FL £887 25 Te BI ES 


(24 Bim T) 48 83 — 1) Bo l) 
= 28 a (B T ma) (9 aum 

之 形式 者 称 为 广 况 Gauss kay y Enak TC CB TL ot ER SEED CM. 
Kg Lapide eng (1.75, 
3A HUNTER SRIEAn F E.D i ar a—1—7, MARAA EECU b MB 
ARES ED 2 BJP aE hu 38 aB 
| Qr iy ntl- yte) 

(3d m—Y) (m + L 
4radl—y-a'., B-^i—y—8' a—y—3 HI Es&SBT (EDS 
atene R) À 
(n4-D (n7)  "' 
TRTE s= 0 SSBRAS —UPRHSREBEDSU SIS RACES GOI.D 6G c4 
FEA 


Gal F 


£ arx 


i (2) = it YF (at. B Y's 2) 
=at Ffa ytl, Ry+1; ana, 
由 处 94 [AIO 
u= l (a, B; Y; Z), 
wa= 21-7F (m — yl, 8—-y 1i amy; £s 
Ha = id -— z) z-5-Sp'Ó 8, entr yg z! + 


sa 注 — ME 
Ww. zi (1—2)7-*75F(1—8,1—a; ay 22, 
1 
1 一 (gz — 1) aF (o; y—B:À-c-a-—f Pr.) 
` = 一 = a 1 
ap = (2-1) spP (a, y -—&i leg-apql.), 
和 = Ho ei (1- y+, 1—8; 14«a—5; 1-7 - 


WgmifT(y—1)7- ami h (1— YtB,l—e 1--B—a: qp) 


1 


a= reF[a, ita: l-y4-a-F 83 一 一 

wig mt m zr E( v 8, 1—8:1-My—ax—B: T E), 

yg = zF ( 8, l—y-B:l—4a«aH: £c) 

Mua mtcr] — zy y Sp (v-a, l—ae:l4y7—«—8; i-i), 

ug = (L — z) F [| z, y— B; v: up 

uy n1 Lo (1 344 4, 1-—g; 二 一 了 > -5 ) 
T -— -E yi y“ — `` 

Wig (1 z) F (8, yoa Y; z—1 P 

asm Ar) tap (IT 一 ?二 B. I-a; Gy: — 

mf (a, BatB yti; l-e), 

wyg ™ (1— 2) 772 8E Yr yma 6-1; 1—2), 

uy = TTE ye l— v8; lora 8-7; 3—2), 


Wag = 21-7 (J — 3) Y-F (1—8, L-a; y-a—g--1; E— 25, 
doe | a, ay +j; w- B+ 1; =) 

Wag == z ËF (8; 8—y-i; B—ai; i, 

Wag 2870 (e — T) rcc" (1-5; I—8; Leora 8; =) 


Wa = 2277 (2 — 1) 778-7 BP (v- By lom; 1-4 8—a; T), 
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D HARR AmE MER. PIE RARR EER R ET ferat 49 


i à 一 | GO u^ B—Yy) —lg-m ias 
N IG COT zy] = POTOSI xE «-BRHGtB-y)-lpg-m R laig , 
此 外 一 gx ^ A 
| €=) | ^ exp [R{log r cop + (x —9) sin py |], 

此 处 |z|<1, loge«0, |areC- 2 | — |px] <-s G>0), dea 
行 积分 信 计 时 -- 般 应 用 Jordan 不 等 式 二 0<<sin e, 0x6 Tof 
后 得 上 用 的 估计 式 中 必须 限定 天 (a 十 8 一 7) 一 2<0 之 能 保证 当 R- Mj 
积分 站 于 0， 困 此 这 星 的 推导 -- 盘 采用 垂 形 团 道 入 交合 适 。 


1 
Bt iN) 


此 处 限制 |2! <1, iarg( 一 | r6, e 为 任意 正教。 路 IE 

数 ; 较 |Imal Æ mgl Eq PLA, P, D, E iie £ 平面 上 之 几 点 
-iN, N+ -iN, NIHIN, iN, 

ARPER RAEE D. IE AP, BD. DE, EA fg, ABBED, DE 

HYH, AE AAEE 一 iN 至 iN ZRI, 由 于 在 工 上 


a PGEDIGTOPCD _ 
fa) FO EB (— g): a) 


解析 ;在 工 P f (š) +J BUE Ex. PH. 2—D, 1, 2, N H. 


ABE jE hz 211 


P(a-- 6D M r) + 
H = ] -一 有 一 
es uD im[G E a E TORTS ( — 2) 


= — Tie a) P (g+ a) aii 
Tey-F Tn `` 


利用 Cauchy Weri 


L í ,.. Tat TB 二 |, 
oi OR TE 
a=| fos, a+] ouf roa 
所 以 
1 _ 1 ; 
a| Om fO], rea. OR] 
" 3 Pia n) (BT n) ,, (2) 


t0 Fiy eren ` 
5 |?| ERRE jaret] x BF , DOO BQSGHI [SpA 
TOGO) = Vs C * er o(Dt 
T XERESH 
了 人 十 和 —DPOODOO HL T9055, 
二 是 印 排出 
了 【二 有 二 六) 


eL aulas T uc FU TB 
PQ TOT rO 50 Ateis 


itti a 48 asa 8—y-—i, [B 
pat tis" — glaad tiarer} 
e- gletlagitl-stavgc t itstrioxir] hir'are:y ; 
Hn Fug-F CT (8+ £) 
ÜorT £g) Pb -- 2) 
AHT AR, BD, DHE 上 
| Gad £F (B+ E) r 
! — we mw — — lE ut 
Torro | ^ 
AE k 23838, N ERER AB E coo iN s Ë 0 EE N +. 


= N 是 够 大 时 


== | y |vagas] bo (15. 


(3) 


— i yo 
des 


EFN BA , 


212 S35 和 注 BÉ 
(zt = [ete-iXXloghsttiarg( 722) | = | g [e Varat-s), 
由 于 — (3— &) «nrg (—2) «u —£, 
Av (1) nj gk E 


a ileak TA TED npo APAL 
PO RR OP It 


3081 Ehi rat 
_ | 二 — TN 
fase | FC Dra +D (> 
< (N=) (áxe-55) (|z | ve^ G-0) 
= dyk es jz], (4) 
d 4€ 


I N ++ 
l Foal Olde] aem [utra 
由 于 [e| <1, i 


Ma <[ =N] 

0 !n zt 
FUIL | FG) dt | < 2k (BN +1)N=ze-ay, 
HT 


lm| f(O4r-o. (5) 


TER ED 上, rec-HN. o HORE N 1, Meo OD, OF 
Ear. Wen Hs] ERQE HH 
lm | _ f(O4e=0, (8) 


EER BD R, r-N Lo, t HN IEE N , 此 时 


PE OEA |= —— — =. A gal 
| sin a( —N— i ) | cosh = | E 3 
| 2 | 
Cr e 1a Pontum, 
1 
村 证 | (g) Í <2xzkN=]z |  *Eo-stit-targc-n, 
> t0 有 时， 


-lt —#are(—2)= — |t| (3-- x areia ile, 
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2H prO 时， 
—zx|ti-—-f£arg(—2) 2 — dtl ix— avg(—220] x jle, 
所 以 LP GO | G2=kNe |z apana 


f o zo] fu, iro Lar mae 3 enat， 


N 2 
1H. | eetdt=2 | e idis, 
_ Ü £ 
-11 
| AvE-N^ [2] + 
d£ | < 一 一 一 一 一 一 
dk INE, (tO 1 z ; 
由 于 |: | <1, i 
Jim | fipdr-0, (7) 
A-a J EI) 


EXEC hA N-—o, NH] (5, (6), c7) RY 


1 A Tiat B+ a 
lin ),, 7 0m Dm R ar 5? 


dl (tU Fiati) iate) r r 
By iq- CMM o-roc002ondt 


e: Piad-orn n) gn 

E 
由 此 得 出 了 |as, argi- a | ==—&a,8>0 BJë2 UIW Barnes 
PHAN, 
通过 Barnes BRUGES ALBI a o E LAA F AB 121 <1 向 
E EAR DT ERI, 

AERE z Banc] 0 E- fimi, GERE PIER un EE— 
PH D 中 ,所 有 的 3 满足 二 等 式 


jorg(—2) | Er E, 


“为 某 一 确定 之 正 娄 。 合 了 一 计 为 实数 ,网 := i arg c9 T JE 


Pa tTa | ar 
PA | C49 T tolr, 
|[T(—s T (d Hihi = -—— giret H, 


mit 
| (=a) t| e ecfnrgt-:2, 
ELA a tis =at payl, dp ERZE C hs 
IO aT rte 


214 第 3 这 ik — HW 
EB E ya z Zk t ER, HHJOXGE 
7 a a = st — * FUP ra" -ft 
| n et di Ji i9 e-ttdi 


Mak WK L hasp E D f Sga AEEA z TEL ESEZRPR-UT ER E v 
C) Hj RTI RELA F ux, B; y; 2 LBR a B77 中 一 -个 增 训 | 或 
R2 T BERE LIE. E (za, B: y; 0) ZAREE LOT. 
Fiati, Bp yi ala Flai, BY oD Eia, B+ liyi 5, 
Fia, B—1; viaa Flay Bs v1; 2, Fia, Riy li z) 
WEA Pul. Farg Fal. Fas. Pya Py dV, Gauss AERA Fiaa ñ; 
y; 2) -Brea R LAR e HARER, CHOR Des A o 
HERRA lo o, A MA bk xx Se sik Ht Agn 
(a— B) F nF, — BE, 
& BERE F(o,8:v52) 


CENE INNEN de _ 
(1— gaxis) 一 emira) Pay Oy — a) 
Í404.I1-D- 
. $ 21-93 sa-i([—5y7-5-i0[ — az) -nds 
1 riy) 


— ‚a 


= {LL — eixtey (1 一 gr c-9) Pay Dl(y — m 
(1.0. 1-0-) 
° f sa ip]—s)-1(1—5382)-5-1ds 


i 
(1 — etmis} (L — etrr) Piliye) 
中 


sa (I —8)7-2-1(1— g) -8-348s 


-To 
(I — e2*iey (1--eRriv-my  P(a)PCy—ea) 


(14041-0 
* f + ga-1i (1—35)7-*-1(1 — gz) -Éclqs 


| Po DD OBL) elj 
Tiar (a —- sy) i (y + L) 
1 
° (| — eei y (J — e9w1[ (yzl Ñ ta + 1515 
.+t  — ë äY 
riat l) PL] yti — ati] 
中 


st(] —3)7-5-1(1 — 82) 7" C6* Diis 


Hi id Mg 015 


, . +. ans . Dy T(a+l)T (y — ml 
=F (e, +l; y; 2) por) TOD — 
Fiach l, gil; y+ l; 2). 


. š di x fl 1 
yu Ka | 一 09 — zT pr(i, L2;1;l? 
D XT | cs 一 Sin 2 (3: 2 ) 
i 
: = l 
E p=) y Ike Tini dp— S F(— 5 uy ; Í: jg, 


Mh EBEBERR argid EA) | <a REIER TERI REL] <1 而 利用 二 
”项 式 展开 式 则 得 


1 x 
4 ra 5| 2 
E= SpME 1 | sinasgdo 
5 一 月 LE 


PAS dg 
K- JEF M 1: 13 ) 
[3] EE VT dS 
EG) .F(- i. T 1; im. 
AX iX 


r Bul ése tr Laplace Jp Ez 


du rud gay » gp _ 0 
E exo 83 


ESEE Qn. 0. 0), 

e r—rsinÜcosg, g-— r sin 8 sing, gepeosB. 
HIRERE, AEA mo pcoso, y psine (RA ? THEY. BE] 
zeyemü, p-rsinO (DURS v ED, 


Eta OK P 4 

G anm omo (ZE LET. | Fa gp l A 

az ayi AA Cad + aar) us p 8p" 
eny | ony aw , 1 ch, 1 ew 


dm! Bn ar? ti 88 v r^ 


6 


x Sn 一 


[CA Ext EUR PR 
aw | zw , Mv 
ju] PAE 5 85 


__ £p I cU 1 1 ev cim OU 
By tm ea um r9 sin? à "PT, er CF rå | cg ° 
AIR ES hi 
— PW 2 oF A 0 
— Or r cr TT E ° 


人- 这 了 Gp (sino du) Snap AR 
saj, sQ saa! 
droer al Te at i "ds 
ü ax]. [22 2 | don a hya aT 

是 由 于 多项式 Gh D^ 为 2 AM i el en 阶 罕 点 ;多 项 式 
D (A1) 3g 2n—1 3k, Dore bl 8 Kn - ME JE Rolle 定理 
4t Id iT Re, H-l«a«l,-c-1aJntérGC A 
USt. A ESO, GI- D^ Jr 2n 2 Je DL +1 XE n— AR 
根据 Role 定理 知 此 多 项 式 虹 还 有 两 零点 ,一 在 区 间 ( 一 1 四 之 内部 ,一 
EEM (s D 之 内 部 , 除 此 以 外 无 其 他 需 点 。 以 此 类 推 ，- 字 (一 
为 34 一 3 次 多 项 趟 ; blo 61 2 n 8 tp, 另外 还 有 二 个 单 办 点 在 
区 朋 ( 一 1 了 之 内 部 , 且 各 不 相间。- 生 (一 了 "为 次 多 项 式 ， rl 


AT ACRI SE EIA n TRA ARB ERKA C71, D ZAM 
此 处 亦 妇 里 P.GO Bp ERARPRHEHA. ERR F G(L7.1) wA 


li 


P.) 


d Em £d ui . 
"b 23) 4; | -l5u:= y, 
s LO-A Py pn b P, 0. (D) 
xí (1 T SR Pur tmo tD a=, 13) 


EX M= my 1: P n JE (1), P, hé (2, XE BUR 


¿+ 


7 inda E BH z17 
f 

n B {0 PR Pa GO rem P 

+ (8 — m) (ada 0, 

B|; (ud 一生 7 HE D. 


了 > 


Pu dz " E —22) P, "it pl Py 


= (ue (PaPl ~ PP), 


Wa Phapu 2 积分 即 得 
(rn =n) (mtn Dj? P, Pase [a- 2:2) (P PA T, pb (3) 
再 庶 用 尖 深 式 
(22 —1) P' =m Pa AP (039 —1) PaaS m mn 
将 其 代入 CD 得 
(mi — n) (m 4 n + 1) NT 


- t 
-| — Pagi, — PE, 1) + 0nzpP.- mPa | 


v1 


= L n EH — mE (P, + (n —9) PSP 
"i 


Bi 


"a gas | RP V mPa u + m+ n) D E. D 4 
M PG) PG) da | (m — 9) m n i 4-1) le (t) 
在 (和 中 于 所 = 一 —1, al, ENHE 


| Palo P de=, mn, 


现在 求 | "Pa cae. 由 于 


(2n +1) P2— (2n — 1) P3 S ari nP 4- P2 十 P2 1 
—2np (gpL—rP.ai 3», CP, —2P4.4) 0 PE Pra 
—OICPS P, T DP, a —A(P PG P,P) Pn- 


= —2P, P qj. 
TESO z 积分 得 
Qn D |" p ds— 4 ^ P? dz = | > 二 2 和 4— 2 íf", IM 


jam R 1, 2, 3, '-" n PS 


w L 


218 sod +E H 
3 f: P2d3— | dz = E HeT DPP ll ; 
z, y 


5 | Pid 9l "Pris le P2-piDPfT-UPQP], y 


Za 


z | "Pide + 5) Pids- | «Pie zPp- APP, L^ 
Thye EM "n 


(2n D f pads — (23-1 |" PL ads] zpk pk 2P, aP |. 
将 这 些 等 式 相 加 得 | 
carp Pads —| 203 一 | 2P} + 2s(PY+ HPRP L PZ) 
Lg, SIP. Pri i PPa + Pua P o F. 

由 于 Po (z) =1, Pile) =z, 4X | 
(2n 4-1) J. (ds (2 C+ PD. + PR) 

+zP2-9(P PIL P P... +P u YP.) F. (5) 
TE GOD cB E 66 —1, 2-1, 得 B 

Qn) [^ P iade |2 sP? 4 Pp eee P3) 
LEP2—2(P4,P,3 P4D,4 4 P, AP.) n 


—Z(n-1l)-1-2-—1)-r2(5s—1)--1—2(»-1)-2, 


2 
BD | PiGdze y pe 
© H 
dí 


Qu) =P E P ys 2 (1) 


EX n X;dEfA CE , dl I'd) 山区 项 起 ,和 和 有 i THEA $4 S34 YT Zn3 ra 
Eikii, DIEPQÉB. Dd 
_— 1 __ __ .1 __ 
BDIE Gj eoD eiD a 
BUS OBSS SEIS RI RI SBS T CT RISEIH HUE C25 


dd -=-4 e E a, b, 
DPE :-i^ ES 2: + (z— 2,)2 f- (2) 
EL (2D EAP 


mi +$ W 


+ — 4 (z--E1) + Biely (22 —1) 21 z 
{PP, Cs) Ld & — 
TEjtXC PME d 6—1&:——3,18 
1. 4 
A-- 及 B= 一 名， 


AA, (3) Am ` 

= tics LA ÉL 4 

ee P| 
他 P Vz) = 一 
RAP 27 n— 1 3218 t H FOJ-O, T£ 

1 
ë DL TE [2 uL 

ys (a) = GC "uris pi 
- TES gr an 
< so (1—22)8J FP tz là i 
mp UG) Pere Eo — (1 — 52 Zi (2 
HTE e, — " | ST ey (Car) t * 
JA (3) 得 Pale) = Guo TIG), 


Pr {2) 一 (s—2,) FV (e) -2F' (2), 
由 于 P, (z) 满足 Legendre uiid 


(L— z) TA A AU Ja(nd-1) w—0, 


ds 

PEERU G 得 

(1-— 23 1 (2—2)F' (2-8 tamt 15 F (z) 

424 (TL — 22) T (z) 一 cely ü. 
Pl z= z, AARE 
d — 4o) P im) — z, FO) = Ü, 

所 地 a= 0, v—1.2,-—. 4, DEA, B E a, ZERA (248 
1 1 31,4 b 


T —F 


- 一 2 z4l D^ hr RI 


NENNEN SN 
(03 —1)[ P, (2) J2 
HERA OO 3⁄8 


1 - b. 
OQ, Cz) =P. ep IgG aleti} + 2 (E= zt t dis 


= -i P, (2)log eti T+ Py) > I 


2,)3 


(3) 


aD 
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一 一 | > P, (iog — IL 


此 十 天 oa pgn KETA. 
@@ AFE h bi (38.1) SFH1i, AAE d8. 1) o AE 


z Ja- PIE tjvoD-—4 " | i= D. 


Hi TF nn, pus AJ LE F8 Z PE. Ry (EC EL TTE HES 


d j -a3 |p -A 


— f aiz] l, 


[Pi — Iu (PD | 


J- =l) {m +l1 +I) PP^pac. 
月 —138 +1 积分 ; 当 URBI 
| PUE) PY Mim. 
ET nci BUDE. RTI Amyda zk iS Ro 
CD UEBER. ASIN ERERDEE Y. (6, 0) Fi Yu. 9) Om) 在 单位 球面 

， FR IESE FE, Bi 

| ee 9X0. 45-70, nam. 

em 
eV 为 球面 所 包 圈 的 演 体 ， S Zyrki o E HER: 

3 = rn" Ya (9, Qi x 到 ,一 vU. 1 (8 + pi y 
应 肌 Green eR 


e, ceu. ñ 
J|. eu TEn HS as=| | eram, sar er } 


Er AU = 33. = 0. 

在 月 前 的 情形 下 ,法 线 太 向 的 导数 是 关于 外 径 * 的 导数 ; 收 由 上 式 得 
ia, e) Y. (8. p) — Y alba gp) Fa Ea mp) Jas =Ü 
J^ 


因 emm, PI] aF BDE SO H IE Zap, 


第 5 章 
T 4 e(a) ef e, = Za, eme, 
(RAJH (20.00 ,3& m ER ET ER 
uu —1 4 y) ay 2n71 + > [ G34- l+ 4) (@+ d) uua 


= {n+ ataja, otaa — 0. 


feDE JË Bg ae 
于 是 得 到 z. (a) dé REST EESH 


giu —X-4vy)a—9, 


Gà u) ntad y 1), — (n — l4 = RS, ee 

MERR PFE: 

ut(n—1l4- -=U 
B] LE 

t= uzl— y, 

如 果 取 a —1, HIH a, AAIE AARI 20.6 4, gi ROM CT a= 0 
HRE er DEDES JL IER TE FQ; vi. p 
F (æ; yi z) = Sa, (0) 2". g" 

WRR y= 1, HI 


F (a; 1; 2 = Sha,(0)| cuz", 
F xi 
© HE- gb d NOR ?一 1. 因 此 p. 06 PALEE PERS] y — 1, 6] 


e Y | T 
340 jg É 47 2i s (a |a d zt Fue: d: zV log, 


Ses [ore a GI 
au iua Lu log as (0. fazo = ak TC) 


a (0) |, a FEED n D 


PX HL VEZ yem tl, 计算 和 公式 (20.60 类 位， 

AA (22.2) 可 能 有 错 。 事 实 上 ;条 骨 会 式 (022.2) FERF e BJBU EE, 
TRdBEU X Bye CEP Whbbaker-Watson $39 A Course o? Modern 
Analysis, š 16.3) m 


(+y = S y -—tfX— yz 3! + R... 
z fiic 


_ s Dept | Ly LR 


Lt =l ) | 


M) G3 


其 中 


By =- "eer -Y fe (1 L ay a idn, 
代 大 (22.1) 48 


1 Po» 
(7 > 
Ah Qa y; 2 ¿sin xa Pg) iy— a) ž 


223 


RIH ib — BE 


. |> (— jeie- y Y ~ him A^ petm-Le-iqg + |": i3 Rae-tat |. 
+ =L 


mlo 
EREA 02.9. -APERTA T eH BD 
Kasa {it 2 sit x (Z ln jg Cm TP Cry ny) 
—(—1)"2igmaa«o7*« (a-t n; (atm — I) Ta (a) 
== (— L) m 8m aeeti a C Coa), 


iH W hitiaker- Watson -f$ $ 16.3 中 关于 Ey Afat, DUE ST p, n 
HAS RSA 


gi 
| I tti Rye tdt | —oü(g-5). 


| C} 


qox 
a PO [ à oOma40x—y4- 1), .. |. 
Ér 4 F 5 NU 07 35 X: m 1-- Y cun "tos -5y 
[OX y; 2) = 28 TO-a | 全 PT + o (z 
FX 


不 难看 出 公式 (22.2) 中 多 了 个 (0-1), 

HERE HUS Zt AAH] (21.16) Bp r Ba (32.2) EHAA (22.35. 
ATH TE, (z) Bia t, E Whitlaker-Watsou 的 书 中 (8 18.5. 
p. 943) 有 更 精确 的 公式 : 


IF, (2) e E gr 


f J “2- a2 2 
IEEE IEEE ESI 
I 24 nlt 

Ww |z: Rike, larg sin, 

Whitaker FEES PMAR Wanto BUB RACER. 
TAMRE T aAA ag $ 16.3. 
= F Fg; y; z) PRA FEMEA 20.0 BREIM, H 
TERAH. D RA T EUST AAA, FAITE ea UB eA Tet ^5 RUB 
Bf. iXDu He b dE 

FQad-liy: 21 = PE (x: y; 2) ub 4 Ea yii), 

Eia- L; y; z) =F (el ys 2) tre y; i) 4 F(as ys 2) |: 

Fia yl] zy = 


" r ey; -Fe v3 | 


(^4 


Fia: yi; z= ims vs 2) -+ T D F (a) Yi 2), 


ARAR Ht SB em EB EL P s cz Ew JI T ER RCER 
RET Fx vs zy 的 男 煞 (不 过 在 该 书 中 洒 用 Oi ci z) 表 区 合流 型 超 
AE. Aq x ud. desc Eo RA- AR G - 41 @ 0920 
HEYR, AMB] P (as e; z) MWENS 2 B9 3528. EH. 
T H3 e sya r3 C90 RET ru C Bp CHEESE F Sl 
个 公式 中 的 最 后 一 个 。 

an ES TE REES A BRET F E (e y; z) BJ a A yarala pü 1 83 
EW-RI.T,T,T.BBHCRXUESGEROT P. T, Ë, T: 

(up (TD TY ir! 
TE (ai y; s) = F (a-rEl;vy: z), 
ag” (m; y; g) =F (a — l; y; zj» 


TF; y: l= Fia y+1: 2), 
TF (a; y; D =F a yl; z), 
T 

Ang BU SEE EC EE pJ ET EE 


en £ d 
Th (a; w; g) =(1+-Ž 4s) yia 3. 


a 


us : d u 
FG y352-|[14—(-4)| FG w 2, 


(T . ， ay 7! u 
TFG: y 2 =| h-E) FG n2, 


d 
e (a5 Y3 z) [14 7 1 E i (a; T: Ja 
因此 运算 了 于 T-—1 z d 
s Ut. de? 


iE E (23.4) Bywr-Pfz. 再 利用 苞 接 微分 很 易 验 证 (23.4) 的 后 年 段 。 
利用 33. 和 是 十 分 右 情 的 ,例如 很 块 地 兹 得 到 


Pr ”Th rn Por Ti 


2ed 


GOP vi y el pes 
À ER E PAF- D 
S L L, 2 Yl y z Ll 
PF Y 2 2) g—uy--1l -y i d; 
TB dt. s IHJPK PER PK T-uF H D13836 b TOC — 2 P VEHORERS BREUI BE 
A3. Win AAR United Theory of Recnrrenee For- 
mulas, J. IJ, Progress of Theoretical Physics, Vol, III p. 168—187, 
p. 244—261, 


FARLI LERES H RR AREA BJ EL RRHH YE zÇ = 
ERES «ERPEEA C geo CHEIA HHE 5- PO. RAR SAR HRE 


ET. 


[e77F (a5 yy 231, 


Go Hid o0 PL Sonine 微分 方程 
Sa 

BERTAS S, 利用 第 2 TETT PUEDE Sonine 微分 方程 与 正则 种 
AS ESE SR as :—0 Jy 5 Pa B, 而 St) b E RU EJ, 故 与 正则 解 
(24.10 的 比 为 常数 。 

© — BIBIE TE fi abe Tm BP ARAE T PRETI oen ET SEE B d 8: 如 果 
JG) ERA (20. 内 解析 ,出 

n — ni FO) 
fU (2) = aci b 全 š 

Ç EJA (D) AE— aw: Amn, 

@ STARTERA A PL S Fakat; ERRE fI “数学 

O MRTE 下 骨 的 附 篇 第 三 部 分 或 布 洛 肤 淋 夫 落 < 量 子 力学 原理 ?小手 
s 49. 

d ”对 于 一 能 的 固有 值 问 题 都 可 以 证 明 所 疆 正 奖 性 ,部 对 庶 于 政司 周 有 人 入 的 
国有 有 攻 [ 儿 部 是 正 详 的 ， 在 所 有 数理 方程 的 教科 书 中 者 可 找到 有 在 关 的 证 
HH. 

€» FRPR Whittaker-Watson -E69 8 16.5, 

129 A= Hermite 多 项 式 及 共 应 用 可 以 夫 在 吉 洪 甘 夫 与 典 扎 尔 斯 其 书 的 附 
篇 第 三 部 分 。 

AS GUN 


w Ë. 
2» 


ok Laplaee 5328225 


863 ik o X 225 
v= by (0) Fair} Faiz) 
Fiz} meget -p Cet, 
I (B) = £s BOS zB — u Bin pa, 
tT = Er, Hij F.C; dm 


d2F, (m) Rina (r) 
e — ee o ds vd | (dr 


十 CETT —D. 
a hose rax 4 最 大 机 为 — 0 +a, 最 小 可 为 一 9， MEA 一 0 十 总 为 
t>, 七 EJ T Ende ii. 
Qj MEX E, 要 求 Hee] — BHL. 
Gi XY 65 HAERA ERES cr qEJ Rk 17.4, Hi 
Ux (zy o adam J. sisr (1 — 12 BE di 
— lim m| 4: f n [L — 83) 一 上 e (r72) mirta 


pe (1-5) r= 3 e TET "eitdt--g, | 
I. 
A —+ Í) He s—y> Ü 
=- d" |: (»- ie QUE "lE (1 __ 12) "a ittd 
-Í 

1 

== x. zu =£ — — y imk] 1:347 5 

t. z sins (5 287 (i— tH di 


C 下 面 利用 了 公式 : 


L3 
MN 


— 
= 


Gogh t8sim-tedg- i 27 27 r(s)7 (3) 
UE 
@ RJ ol) = Ar J == gangi di. 
h Eitin, 2-0 Bp > 22 3235 EL 


grat TU nis m 23" 


号 一 市 面 , 在 26.10 mé v> —u, z — 08 z Z32385 
2 


Tü-»5' en) 


228 


3 


9698 


第 8 半 iE # 
ipe G0 及 (s<) BI 
r( 7) 
A = glai 2 
Daray m ` 
下 图 利 用 到 公式 ， 
MENTEM 
potprb- tpt1 »*3 mn pi | 
ll 1 _ 
=1+- Tar" taip y. 
SE ra 
1 
rí š L ) ， - = . v-L 
r y= NA Z g i) LE: du F 
HO == e INE u (14 2.) du 
t 
- 1 »-$ du a 
(unm (rex) e] 
1 
(1) ed 
— z E t 243-7) u -z(v-i13!] soris y v-1 "n 1 
x s= ° (L — e f. e7 V (1 t) da 
1 
N r( 2 一 e (2 -Sv-5) ; (e^ 7328 a7 tm ) 
x x Ax: 
[eei n 
Ü Ar 
“I 
r(x) 
— 4 0g EXE (z-$v-2) 
V EL 2 sin x( ») 4 
x f erm e) * du 
HAPERT He BIOL. THERE (27.1 式 。 
HEF, 
o by (rz) — pb,J_, (z) = b aT y (8) rO {2)] 
=pl 275, (2) + 【一 到 可 人 3) Bu uai (2) n 
HALTIA TAA OO.3), 
因为 此 时 8 a DET AS J. SRER. | 
ERT RARE Hi QE Ran Aa ER E P aa iniy T z 3-5 BE. 


PL F n 9 88 BN 22 GE < Pp SR SK SR a Epi — 55.2) Hi /8 EXCESS 


a. 
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Teca iF 152 E. 
db (90.9) ati T dien (30.9) #FHR4R2FES INI e 
€» 和 用 In G) 的 积 分 表示 AL Xe 


Be X 
CD $4 D. B. AIRERA Pe iH PUES pt S RATE, 
D PEF (3.0) X ut EZ. 


(3 rh — HQ mit — (A — 2h? eos A) wie, — U, 
"HA Pry + (A — — dd GOS Ary Li si Ú, 
LM 72 
入 加 得 0 
d Qo du 2 dhe, J- 
E dz |» "ds Uno. j^. 
| HN T " 
P148 M4 trai ca T =C, 
iH COO —[EXCÉXE. bBLi-—OTUCAXRmB G4 00 得 
tq M 1 i -i. 

D Š (35.6) AL 人 "Bg TE— BE) 36x 
(b h (in (m) — m) A + an 0) B= 0, 


i (z) A (nU o — 5) B= 
Hs wy v) -g Var 20 
wy (ar) Vim) s 


(这 是 因为 A, B 不 能 局 时 为 和 HARES 0), WA 


Wy, UE) 164 (n) — r (ay (m) TF WO (T) + 05 — uw (x) r (m) = 0, 


Ha J ue, Gr) = OD, 
. Wa Gr) Sí Gr) — 103 Cr) eu) =1, 
Erin g* — 2u4 (yy + 1:0, 


© gi 5.2 18 


l4? 1 -garir prir -Je p7 mit 
WLS — a “anio 一 心心 5 AX. 


-= — = TF pairs EP-er TT niam ppp ú 


E 


D G 


TTE E H 


这 里 用 到 了 (83.6) HE h=0 PERTE, 
rH (34.3) 
ty (Z. = ty (x) ey (2) + qi GO Mega (m) 

得 到 当 3, (2) —0, 6G = xl 时 有 

waita) = uy (2), 
ARR f (2) 是 有 界 的 ， Bu (26.2) 式 的 右 过 第 -- 式 站 :一 o BICI, WY 
ma 7RBETI SE. 
一 个 有 限 站 向 量 袜 间 有 R? PERRE (0, 0,6, 0. ATL EG, 
SEGUE E (G4 r, 4. 7418 m. r fE Bh PIR TY , ao (ay UHE c 的 
zem (HERISD, ERG PLR RRE G BR, I4 JU Aegi, HI) G 
HERD TEER. — 
HE 如 中 所 有 的 元 染 (0. .24- BIS UATE TAEHAE 
PETAR MRES G APETA $ Ru 闻 在 鞭 正 的 不 变 子 空间 
GRE O RHET) , 则 称 为 是 上肢 和 鸥 的 。 由 于 一 杠 空 间 汽 有 上 贤 正 的 不 变 子 
ze. 87 —8E 3€ DU Z8 ECEISEERL, 
HTH h— 0 RA w(»)-e"' 的 形式 , » FEBER. 
B fU) 为 在 13| < 1 PIB RAM ES A, RI 


FG) = 21e, speral, 
; _ 1 Fo , 
这 星 Cn 2x] ee T 44 or c. 
全 5 == ryg? £ freie) — 3 Aem, 
xx À. ili fires) e-iraq 
šX PEN EV | 
5 -| Ü, nz, 
Hr 1, t= Y. 
# (88.3) Pg s— 1, 得 
JY 4— 
ate rac 
"EN 
2h" 
2At 


HE 19. Am 


A 
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IG 一 和 十 
由 此 本 着 出 HDEENIETRECGHO 38.4), 
由 (38.8) 

和 一 Da 2: , G 一 n7, 


8-0 


MF ua eos nz, gg (38.13) 得 


de 
T =f COS Z5 COS? pedt = Ü 
-— = 


Bin tir 
2, 
Ed EE -nÊ ug = 2008 28 cos nz 
得 l Cog (WH 二 2 
din- l) dint) ^ 


jH ish] 8 (8.14) 及 (38.15), 


L. f (2) =f LR (2, z') r (2! dz! 


b b 
=f io (2) L, Ü E (z, z^ de - | us | ZE — 2h* eos 2z'F | dz 
5: Ds'3 


Y 
=| wa( A A )- xj ER* coa As! uds 
ü a 


o. CK [9 OR eu ue a ; ; 
= = 27 ADS dz F (253 coa 2s'un dz 
= + = e| — KR (2h35 eos 2z'an das! 
åK. eu 
wm duel t 
mi ET NUM 
一 — Af (z) ' 


